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Wprowadzenie

W związku z przyjęciem przez Par-
lament Europejski i Radę dyrektywy 
ustanawiającej  Infrastrukturę Informa-
cji Przestrzennej we Wspólnocie Euro-
pejskiej (Infrastructure for Spatial In-
formation  in the European Community 
– INSPIRE), która ma się opierać na in-
frastrukturach informacji przestrzennej 
ustanowionych i prowadzonych przez 
państwa członkowskie, Polska została 
zobowiązana terminowo do utworzenia 
Polskiej Infrastruktury Informacji Prze-
strzennej, która będzie stanowiła część 
INSPIRE. Jest to zadanie pilne, ponie-

waż – jak wynika z uwarunkowań for-
malnych – przepisy ustawowe powinny 
wejść w Polsce w życie nie później niż 
w trzecim kwartale 2008 roku (Gaździ-
cki 2007).

Jednym z głównych tematów danych 
przestrzennych określonych w dyrekty-
wie jest ukształtowanie terenu – cyfrowe 
modele powierzchni. Ponieważ autor od 
dłuższego czasu zajmuje się zagadnie-
niem dokładności cyfrowych modeli po-
wierzchni terenu, to pozwolił sobie pod-
jąć problem implementacji dyrektywy 
INSPIRE w tym zakresie.

Zagadnienie dokładności cyfrowej 
aproksymacji powierzchni terenu 
za pomocą modeli numerycznych/
cyfrowych

Uniwersalny model cyfrowy (CMT) 
przedstawiany jest najczęściej w postaci 
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regularnej siatki punktów aproksymują-
cych powierzchnię terenu, uzyskiwanej 
na podstawie pomierzonych punktów 
odniesienia (punktów NMT). Regular-
na siatka punktów może być tworzona 
już w trakcie pomiaru (najczęściej me-
todami fotogrametrycznymi), stanowiąc 
jednocześnie punkty odniesienia, lub 
uzyskiwana na podstawie interpolacji 
powierzchniowej innych siatek punktów 
odniesienia (Schut 1976, Sunkiel 1980, 
Piasek i in. 1981, Wysocki 1987, 2000, 
Sierbieniuk 1990). W ogólności siatki 
punktów odniesienia mogą być uzyski-
wane: za pomocą tachimetrów elektro-
nicznych, pomiarów GPS, metodami 
fotogrametrycznymi, za pomocą skanera 
laserowego (lidar) lub radarowego czy 
też poprzez digitalizację map warstwi-
cowych.

W zagadnieniach badawczych i pro-
jektowych z zastosowaniem interaktyw-
nych metod komputerowych dokładność 
aproksymacji powierzchni terenu za po-
mocą modeli numerycznych/cyfrowych 
będzie miała zasadnicze znaczenie. 
Użytkownicy tych modeli będą musie-
li mieć możliwość korzystania z metod 
pozwalających na prostą i szybką ocenę 
ich dokładności, podobnie jak dotych-
czas użytkownicy map warstwicowych. 
W metodach NMT ma miejsce inna ge-
neza  aproksymacji powierzchni terenu 
niż przy opracowywaniu klasycznych 
map warstwicowych i do niej w związku 
z tym muszą być dostosowane metody  
oceny dokładności tej aproksymacji.

Jak już wskazano w innych pracach 
autora (np. Wysocki 1987, 1997, 2000), 
główne, stosowane obecnie metody 
NMT uwzględniają korelacje pomiędzy 
punktami modelu (dotyczy to przede 
wszystkim terenów równinnych o nie-

dużej liczbie fragmentów nieciągłości 
powierzchni terenu, które jednak trzeba 
z odpowiednią dokładnością pomierzyć 
i wprowadzić do NMT). Traktują one 
aproksymację jako proces stochastyczny 
o charakterze stacjonarnym, tzn. kowa-
riancja zmiennych zależy tu od  odległo-
ści punktów odniesienia. Jeżeli mamy n 
punktów odniesienia, to do aproksymacji 
z wyrównaniem metodą najmniejszych 
kwadratów można użyć n równań błę-
dów, co w zapisie macierzowym można 
zapisać jako:

Z = H + h = BX + h  (1)

gdzie:
Z – wysokości punktów odniesienia,
H – składowe decydujące, opisane wie-
lomianem (BX), określające charaktery-
styczne formy terenu,
h – różnice wysokości pomiędzy pomie-
rzonymi wysokościami punktów odnie-
sienia a wyznaczonymi na podstawie 
wielomianu.

W każdym punkcie odniesienia i 
wartość hi, będąca funkcją obserwacji, 
może być podzielona na składowe:

hi = si + ri  (2)

gdzie:
si – składowe współzależne, tj. formy 
terenowe, które z powodu swej różno-
rodności nie mogą być opisane funkcją 
matematyczną (wielomianami) i dlatego 
wyznaczane są metodami statystyczny-
mi z użyciem wariancji i kowariancji,
ri – błąd pomiaru, tj. „szum”, czyli błędy 
przypadkowe pomiaru, oraz wielkości 
związane z rodzajem terenu.

Można wydzielić dwie podstawowe 
grupy błędów związanych z rodzajem 
terenu i mających istotny wpływ na do-
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kładność przedstawienia jego rzeźby 
(Wysocki 1979):

Błędy spowodowane szorstkością 
powierzchni terenu. Wynika ona 
z bardzo drobnych form naturalnych, 
powstałych pod wpływem warun-
ków atmosferycznych oraz działal-
ności człowieka. Wielkość błędów 
nie zależy w zasadzie od odległości 
(gęstości) pomierzonych punktów 
terenu. Wartość błędu można na 
podstawie badań eksperymentalnych 
oszacować w przeciętnych warun-
kach terenowych na około ±0,05 m.
Błędy spowodowane „chropowatoś-
cią” rzeźby. Jest ona zaczątkiem mor-
fologii terenu i przejawia się małymi 
nierównościami (małymi formami) 
oraz niejednostajnymi spadkami 
pomiędzy punktami terenu. Wartość 
błędów  jest uzależniona od odległo-
ści (gęstości) pomierzonych punk-
tów aproksymujących powierzchnię 
terenu na danym obszarze – punktów 
odniesienia (punktów NMT).
Jak z powyższego wynika, błędy 

spowodowane szorstkością powierzch-
ni terenu można zaliczyć do „szumu”. 
Błędy przypadkowe pomiaru mogą więc 
mieć wpływ, jeżeli będą istotnie większe 
od tych błędów.

Natomiast błędy spowodowane chro-
powatością wejdą do składowej współ-
zależnej. Zasadniczy wpływ na ich wiel-
kość będzie miała gęstość i poprawność 
rozmieszczenia mierzonych punktów 
odniesienia. 

Na podstawie powyższych rozważań 
oraz podanych w literaturze opracowań 
zagranicznych autor zaproponował  me-
todę oceny dokładności cyfrowej aprok-
symacji powierzchni terenu za pomocą 
siatki punktów NMT (Wysocki 1998), 

1.

2.

która w postaci ogólnej została zapisana 
jako:

m2
h = p1A2 + p2(D tg α)2 + C2 (3)

gdzie:
mh – średni błąd wysokości wyznaczane-
go (interpolowanego) punktu powierzch-
ni terenu, określający również dokład-
ność aproksymacji powierzchni terenu 
na podstawie punktów odniesienia,
p1 – współczynnik zależny od zastoso-
wanej metody interpolacji powierzch-
niowej,
A – parametr, charakteryzujący za po-
mocą błędu średniego dokładność okre-
ślenia (pomiaru) wysokości punktów 
odniesienia,
p2 – współczynnik wynikający z wpły-
wu kąta α, występującego tutaj jako 
parametr związany z oddziaływaniem 
warunków terenowych (chropowatości 
terenu),
D – przeciętna odległość  punktów siatki 
odniesienia,
α – przeciętny kąt nachylenia terenu na 
opracowywanym obszarze,
C = D t – parametr, charakteryzujący za 
pomocą współczynnika t wpływ chropo-
watości terenu na dokładność aproksy-
macji jego powierzchni przy  małych (bli-
skich zeru) wartościach kąta nachylenia 
terenu (α) i różnych wielkościach D.

Wartości współczynników w powyż-
szej formule wyznaczono na podstawie 
badań przeprowadzonych przez autora 
na obiektach doświadczalnych. Temu 
zagadnieniu autor  poświęcił oddziel-
ne opracowania podane w literaturze 
(Wysocki 2005). Wyznaczone wartości 
współczynników dobrze spełniały wy-
niki badań przeprowadzonych na pię-
ciu naturalnych obiektach doświadczal-
nych. Należy jednak dodać, że badania 
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dotyczyły głównie terenów nizinnych 
o przeciętnych spadkach do kilku stopni 
i średnim kącie nachylenia terenu wyno-
szącym około 2o oraz NMT tworzonych 
na podstawie tachimetrii, gdzie dokład-
ność pomiaru wysokości punktów  moż-
na oszacować na około ± 0,05 m, przy 
przeciętnej wzajemnej odległości mie-
rzonych punktów NMT D = 40–60 m.

Zakres możliwości rozszerzenia ta-
kich badań jest w dużym stopniu zde-
terminowany ich dużą pracochłonnością 
i kosztami. Prace prowadzone przez au-
tora nad tym zagadnieniem wskazały, że 
dobrym uzupełnieniem i rozszerzeniem  
badań terenowych mogą być badania na 
symulowanych modelach powierzchni 
terenu, generowanych za pomocą kom-
putera. 

Na potrzeby prowadzonych badań 
opracowano równanie matematycz-
ne Z(H) = f(X, Y) przedstawiające po-
wierzchnię o dość zróżnicowanych, ale 
jednostajnych stokach, której średni kąt 
nachylenia (α) jest równy około 2G. 
Tworząc równanie matematyczne tej 
powierzchni, starano się przybliżyć jej 
ogólny kształt do naturalnej powierzchni 
terenu na wspomnianych wyżej obiek-
tach doświadczalnych. 

Należy zauważyć, że wygenerowa-
na powierzchnia nie zawierała jednak 
elementów naturalnej chropowatości 
powierzchni terenu. Uwzględnienie tej 
chropowatości tak, żeby generowana 
powierzchnia przedstawiała ciągły obraz 
powierzchni obiektu naturalnego, okaza-
ło się dość trudne. 

Ewentualne rozwiązanie tego prob-
lemu na drodze statystycznej uznano za 
niecelowe, ponieważ z teorii geostatysty-
ki wynika, że w przypadku powierzchni 

terenu zróżnicowanie wartości zmien-
nych przestrzennych z reguły jest duże, 
a metody statystyczne ignorują strukturę 
przestrzeni. 

W związku z tym  w celu rozwiąza-
nia tego problemu wykorzystano zało-
żenia teorii fraktali (Mandelbrot 1982). 
Benoit Mandelbrot  zaproponował, by za 
fraktal uważać obiekt zbudowany z czę-
ści podobnych do całości. W związku 
z tym w badaniach zastosowano procedurę 
polegającą na tym, że przez odpowiednie 
przeskalowanie powierzchni modelu całe-
go obiektu otrzymano zróżnicowaną (chro-
powatą) powierzchnię części (50 × 50 m) 
obiektu eksperymentalnego, tworzącą 
fraktal, podobną do powierzchni całego 
obiektu i jednocześnie zbliżoną charak-
terem do powierzchni terenu na wspo-
mnianych wyżej naturalnych obiektach 
doświadczalnych. Następnie otrzymaną 
powierzchnię, tworzącą fraktal, „doda-
no” w odpowiedni sposób do fragmen-
tów powierzchni obiektu wygenerowa-
nych na podstawie równania, otrzymując 
w ten sposób ciągły obraz powierzchni 
chropowatej dla całego obiektu. 

W związku z powyższym wartości 
współczynników formuły (3) wyzna-
czono na podstawie badań przepro-
wadzonych przez autora na obiektach 
naturalnych oraz badań eksperymental-
nych na modelach powierzchni terenu 
generowanych za pomocą komputera 
z wykorzystaniem założeń teorii fraktali. 
Wyznaczone wartości współczynników 
przedstawiono w postaci: 

mh
2 =  0,55 A2 + 0,000015 (D2 tg α)2 +

+ (D 0,0020)2  (4)

Opracowana formuła dobrze speł-
nia również kryteria dokładności przy-
jęte dla mapy zasadniczej w warunkach 
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polskich. Na potrzeby porównawcze 
przyjęto przeciętną dokładność okre-
ślenia wysokości punktów NMT jako 
A = ±0,05 m, a ich przeciętną odległość 
jako D = 50 m. Należy zauważyć, że 
praktycznie stosowane zasadnicze cięcia 
warstwicowe (h) na mapach wielkoska-
lowych, wykorzystywanych do projek-
towania technicznego, wynoszą najczęś-
ciej: 0,5 m dla przedziału (α ≤ 2o) oraz 
1 m dla przedziału (2o ≤ α ≤ 6o). 

Dla przedziału (α ≤ 2o) i h = 0,5 m 
oraz dla:

średniego kąta nachylania terenu 
w tym przedziale (α = 1o) średni błąd 
wysokości punktów (mh) dla mapy 
zasadniczej będzie równy ±1/3h, 
czyli ±0,17 m, a wartość tego błędu 
obliczona według formuły (3) będzie 
równa ±0,20 m,
maksymalnego kąta nachylenia tere-
nu w tym przedziale (α = 2o) średni 
błąd wysokości (mh) dla mapy za-
sadniczej będzie równy ±2/3h, czyli  
±0,33 m, a według formuły (3) bę-
dzie to ±0,35 m.

Dla przedziału (2o ≤ α ≤ 6o) i h = 1,0 m 
oraz dla:

średniego kąta nachylania terenu 
w tym przedziale (α = 4o) średni błąd 
wysokości punktów (mh) dla mapy 
zasadniczej będzie równy ±2/3h, 
czyli ±0,66 m, a wartość tego błędu 
obliczona według formuły (3) będzie 
równa ±0,68 m,
najmniejszego kąta nachylania tere-
nu w tym przedziale (α = 2o) śred-
ni błąd wysokości punktów (mh) 
dla mapy zasadniczej będzie równy 
±1/3h, czyli ±0,33 m, a wartość tego 
błędu obliczona według formuły (3) 
będzie równa ±0,35 m,
maksymalnego kąta nachylenia tere-
nu w tym przedziale (α = 6o) średni 
błąd wysokości punktów (mh) dla 
mapy zasadniczej będzie równy ±1h, 
czyli ±1,0 m, a według formuły (3) 
będzie to ±1,02 m.
Dane z powyższych analiz zestawio-

no w tabeli 1.
Najszerzej znana metoda oceny do-

kładności cyfrowego modelu powierzch-
TABELA 1. Dokładność aproksymacji powierzchni terenu
TABLE 1. The accuracy of approximation of the land surface

Przedział
według mapy
zasadniczej
Interval 
according to 
basic map

Kąt
nachylenia

terenu
Slope of 

the terrain
[°]

Średni błąd wysokości cyfrowego modelu powierzchni terenu 
Standard deviation of height of the digital terrain model

mh = mNMT [m] dla D = d = 50 m,  A = mz = ±0,05 m
według

mapy zasadni-
czej

acording to 
basic map

według formuły 
(4), mh

acording to 
formula (4)

według formuły (5)
acording to formula (5)

parametr  α
parameter mNMT

(α ≤ 2o)
0 ±0,… ±0,11 0,004 ±0,21
1 0,17 0,20 0,005 0,28
2 0,33 0,35 0,007 0,35

(2o ≤ α ≤ 6o)
2 0,33 0,35 0,010 0,50
4 0,66 0,68 0,015 0,75
6 1,00 1,02 0,200 1,00
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ni terenu opracowana przez prof. F. 
Ackermanna (1996) została zapisana za 
pomocą formuły:

mNMT
2 = mz

2 + (α d)2 (5)

gdzie:
mNMT – błąd średni wyznaczenia in-
terpolowanej wysokości punktu terenu 
na podstawie znanych punków NMT 
(dokładność cyfrowej aproksymacji po-
wierzchni terenu),
mz – błąd średni wyznaczenia (pomiaru) 
wysokości punktów NMT,
α – parametr opisujący charakter terenu,
d – średnia odległość pomiędzy punkta-
mi NMT,
α1 = 0,004–0,007 dla terenów łatwych 
o gładkich powierzchniach,
α2 = 0,010–0,020 dla terenów o średniej 
trudności,
α3 = 0,022–0,044 dla terenów trudnych 
(o nieregularnych i stromych powierzch-
niach).

Wyniki oceny dokładności cyfrowe-
go modelu powierzchni terenu (cyfro-
wej aproksymacji powierzchni terenu) 
na podstawie formuły (5) porównano 
z danymi powyższych analiz i zestawio-
no w tabeli 1. W tym celu przyjęto zało-
żenie, że parametrowi α1 w formule (5) 
odpowiada zakres przedziału (α ≤ 2º), 
a parametrowi α2 odpowiada zakres prze-
działu (2º ≤ α ≤ 6º). Należy zauważyć, że 
są to najbardziej reprezentatywne tereny 
na obszarze Europy.

Jak wynika z tabeli 1, otrzymano 
dobrą zbieżność wyników na podstawie 
porównywanych metod. Wskazuje to na 
spójność podstawowych założeń przyję-
tych przy opracowywaniu tych metod. 
Należy jednak dodać, że formuła (4) jest 
bardziej uniwersalna, ponieważ określa 
charakter terenu poprzez obiektywny 

parametr, jakim jest kąt nachylenia, za-
miast subiektywnego doboru parametru 
α w formule (5). Formuła (4) posiada 
również współczynnik zależny od zasto-
sowanej metody interpolacji powierzch-
niowej. W przeprowadzonych badaniach 
wykorzystano metodę „funkcji skleja-
nych”, uznawaną za jedną z najlepszych 
przy tego typu zadaniach interpolacyj-
nych, obejmujących przede wszystkim 
tereny z przedziału (α ≤ 2º) i (2º ≤ α ≤ 
6º).Wykonanie powyższych opracowań 
z wykorzystaniem innych metod inter-
polacyjnych może dać w takich terenach 
trochę inne (trochę gorsze) wyniki, na co 
wskazują wstępne badania przeprowa-
dzone przez autora w tym zakresie.

Podsumowanie

Szybki rozwój gospodarczy powo-
duje, że coraz więcej zagadnień badaw-
czych, planistycznych i projektowych 
ma charakter przestrzenny, wymagający 
informacji 3D. W zagadnieniach tych 
dokładność aproksymacji powierzchni 
terenu za pomocą modeli numerycz-
nych/cyfrowych będzie miała zasadni-
cze znaczenie. W pracy przedstawio-
no opracowaną przez autora metodę 
oceny dokładności cyfrowego modelu 
powierzchni terenu, którą porównano 
z wynikami innych badań w tym zakre-
sie. Otrzymano dobrą zbieżność analizo-
wanych wyników. Należy jednak dodać, 
że proponowana metoda zapisana za po-
mocą formuły (4) jest bardziej uniwer-
salna, ponieważ określa charakter terenu 
poprzez obiektywny parametr, jakim jest 
kąt nachylenia, zamiast subiektywnego 
doboru parametru α w formule (5).
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Proponowana metoda oceny dokład-
ności cyfrowych modeli powierzchni te-
renu może znaleźć zastosowanie do:

prognozowania dokładności nume-
rycznej/cyfrowej aproksymacji po-
wierzchni terenu w zależności od 
dokładności wyznaczenia wysokości 
punktów NMT, przeciętnej odległo-
ści tych punktów oraz nachylenia te-
renu na rozpatrywanym obszarze,
poglądowej oceny przez użytkow-
nika dokładności cyfrowej aproksy-
macji powierzchni terenu, jaką może 
oszacować na podstawie posiadanej 
siatki punktów NMT, spełniającej 
założone powyższe warunki.
Można sądzić, że proponowana me-

toda może być rekomendowana w bada-
niach przy ustanawianiu infrastruktury 
informacji przestrzennej we Wspólnocie 
Europejskiej (INSPIRE).
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Summary

Problem of accuracy of the digital 
terrain models with respect to European 
INSPIRE directive. In the paper are presen-
ted problem of estimation of the accuracy 
of digital approximation of the land surface 
and question of it transposition to European 
INSPIRE directive. The method of estima-
tion of accuracy of digital model of the land 
surface elaborated by author and results of 

experimental verifi cation of this method are 
presented. It is proposed to include this me-
thod to European Infrastructure for Spatial 
Information. 
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