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Wprowadzenie 

Praca dotyczy zagadnienia progno-
zy liczby ludności świata, a jej celem 
jest zbadanie wpływu zmiany metody 
wyznaczania parametrów załoŜonego 
modelu na prognozę. Dzięki zastosowa-
niu innej miary dopasowania (Hyb 
2003) moŜliwe będzie uzyskanie znacz-
nie mniejszych błędów predykcji. 

JuŜ od czasów Eulera próbowano 
dobrać idealny model demograficzny 
pasujący do tendencji cechującej zmia-
nę liczby ludności w ustalonym prze-
dziale czasowym z uwzględnieniem 
prognozy. Stosowano w tym celu dwa 
modele: deterministyczny i z trendem 
wzrostowym. Jednak obydwa dawały 

rozbieŜne prognozy, a wyniki odbiegały 
od rzeczywistości. W połowie XIX 
wieku belgijski matematyk F.F. Verhulst 
zaproponował krzywą logistyczną, za-
kładającą zmienność współczynnika 
wskaźnika urodzeń jako model dopa-
sowujący się do wzrostu populacji ludz-
kiej zarówno na całym świecie, jak i w 
poszczególnych państwach.  

Ze względu na trudności w otrzy-
maniu właściwych estymatorów para-
metrów tej krzywej i niepewność po-
dawanych przez nią prognoz, 
szczególnie długoterminowych, okazało 
się, Ŝe wspomniana krzywa takŜe nie 
stanowi miarodajnego modelu. Nadal 
jednak stosowano w demografii krzywą 
logistyczną, zwłaszcza Ŝe w 1985 roku 
opracowano metodę tzw. zadowalającej 
estymacji parametrów tej funkcji  
(Smolik 1985).  
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Poszukiwano równieŜ innych mode-
li demograficznych, a w 1996 roku 
S. Smolik zaproponował model postaci 
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gdzie:  

tŷ  – liczba ludności świata (w milio-

nach) obliczona wzorem (1) dla roku o 
numerze t, a, b, c – współczynniki mo-
delu, nazywane takŜe parametrami 
strukturalnymi (Smolik 1996). 

Za najlepsze estymatory nieznanych 
parametrów a, b, c dla modelu (1) przy-
jęto w pracy Smolika (1996) te warto-
ści, dla których suma kwadratów odchy-
leń: 
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osiąga wartość najmniejszą (yt – rze-
czywista liczba ludności świata w roku 
o numerze t). Prowadzi to do klasycznej 
metody wyznaczania funkcji regresji, 
którą jest maksymalizacja współczynni-
ka korelacji krzywoliniowej (Elandt 
1964). 

Praca Smolika (1996) jest niezwykle 
ciekawa z uwagi na trafność w doborze 
modelu opisującego numeryczny wzrost 
populacji świata w latach 1950–1985 
wraz z prognozą od 1986 do 1994 roku 
(Smolik 1996, tab. 1), a takŜe ze względu 
na przeprowadzony przez autora sposób 
estymacji parametrów funkcji regresji 
(1). Zaproponowana przez Smolika 
funkcja regresji ma postać: 
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gdzie t oznacza numer danego roku 
(przyjęto t = 1 dla roku 1950). 

Zmiana miary dopasowania  
a prognoza liczby ludności świata  

W prezentowanej pracy nadal roz-
waŜany jest model określony wzorem 
(1), ale jego współczynniki a, b, c po-
stanowiono wyznaczyć, minimalizując 
procentowy średni błąd względny 

%100MRE ⋅  (mean relative error) 
określony wzorem (Hyb 2003): 
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Minimalizacja zaleŜności (4) ze 
względu na parametry a, b, c jest moŜ-
liwa tylko w sposób numeryczny. Jed-
nakŜe stosowanie nowoczesnych metod 
i technik obliczeniowych pozwala zlo-
kalizować dokładniej obszar poszuki-
wania parametrów, a następnie obliczyć 
ich przybliŜone wartości, stosując np. 
metodę Newtona-Marquardta. 

Aby porównać otrzymane wyniki, 
postanowiono wyznaczyć wartości 
współczynników a, b, c, uŜywając da-
nych z lat 1950–1985 i przyjmując za 
t = 1 rok 1950 oraz za t = 36 rok 1985, 
analogicznie jak w pracy Smolika 
(1996). Minimalizując procentowy 
średni błąd względny (4) uzyskano 
funkcję regresji w postaci: 
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Otrzymane wyniki dla lat 1956– 
–1985 zestawiono w tabeli 1, w której 
yt oznacza rzeczywistą liczbę ludności 
świata, tŷ  jest obliczone wzorem (3), 

tẑ  jest obliczone wzorem (5), natomiast 

tRE  oznacza błąd względny w procen-

tach (relative terror), obliczony odpo-
wiednio dla wartości tŷ  i tẑ ,. 

Następnie przedstawiono prognozę 
liczby ludności świata na lata 1986– 
–2000 dla funkcji regresji (3) i (5) oraz 
sprawdzono dokładność tych prognoz 
za pomocą błędów względnych, dyspo-
nując danymi ( ty ) uzyskanymi z ONZ 

(tab. 2) i przyjmując oznaczenia jak w 
tabeli 1. 

Podsumowanie i wnioski 

Analiza wyników przedstawionych 
w tabeli 1 prowadzi do wniosku, Ŝe 
funkcje regresji określone wzorami (3) i 
(5) dają dobre przybliŜenie rzeczywistej 
liczby ludności świata. Średni błąd 
względny estymacji dla funkcji (5) jest 
nieco mniejszy niŜ dla funkcji (3), co 
ma związek z inną metodą wyznaczania 
współczynników.  

Natomiast w przypadku prognozy 
funkcja regresji (5), której współczyn-
niki wyznaczono za pomocą miary do-
pasowania (4), gwarantuje większą 
dokładność niŜ funkcja określona wzo-
rem (3). Miarą tej dokładności są 
znacznie mniejsze wartości błędów 
względnych w kolumnie REt dla wzoru 
(5) niŜ dla wzoru (3) (tab. 2). Ponadto 
moŜna stwierdzić, Ŝe prognoza na lata 
1986–1993 otrzymana przy zastosowa-
niu funkcji (5) jest dokładna. Świadczą 

o tym bardzo małe wartości błędów 
względnych. Największy błąd względny 
otrzymany w 2000 roku dla funkcji (5) 
wynosi 2,37%, a dla funkcji (3) jest 
równy 5,1%. PoniewaŜ od 1996 roku 
prognoza otrzymana przy zastosowaniu 
funkcji (3) daje błąd względny ponad 
3%, więc naleŜy uznać ją za niewystar-
czającą.  

Dodatkowo zamieszczono w pracy 
tabelę 3, z której wynika, Ŝe prognozy 
liczby ludności świata wyznaczone na 
kolejne lata funkcjami regresji (3) i (5) 
róŜnią się istotnie. Ponadto moŜna 
stwierdzić, Ŝe asymptotyczna liczba 
ludności świata – asymptota pionowa 
funkcji postaci (1) – wynosi 14922,6 
mln dla funkcji (5) i 29845,1 mln dla 
funkcji (3), a największy przyrost rocz-
ny liczby ludności świata wyniesie 
103,9 mln w 2012 roku dla funkcji (5) i 
190,0 mln w roku 2053 dla funkcji (3). 

Otrzymane wyniki sugerują, Ŝe me-
toda wyznaczania współczynników 
funkcji regresji za pomocą miary dopa-
sowania (4) moŜe dawać znacznie lep-
sze prognozy liczby ludności świata, 
zwłaszcza w długim okresie czasowym. 
Warto zatem poszukiwać współczynni-
ków modelu matematycznego, posługu-
jąc się nie tylko metodami klasycznymi. 
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Summary  

Comparison of methods of determi-
nation of methematical models coeffi-
cients on the example of world population 
projection. Analysis of the results obtained 
in this paper indicates, in some sense, pre-
dominance of the method determining re-
gression function coefficients (fit measure 
(4)) over the method using fit measure (2). 
Thanks to fit measure (4) one can obtain 
more exact projections, particularly long-
term projections. 
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Porównanie metod wyznaczania współczynników modelu matematycznego na przy-
kładzie prognozy liczby ludności świata 

 
 W pracy wyznaczono współczynniki pewnego modelu matematycz-
nego opisującego wzrost populacji ludzkiej metodą minimalizacji średniego 
błędu względnego. Otrzymane wyniki, szczególnie dla prognozy, okazały 
się znacznie lepsze niŜ uzyskane wcześniej przez dla analogicznego modelu, 
którego współczynniki wyznaczono klasyczną metodą najmniejszych kwa-
dratów. Przedstawiono takŜe hipotetyczny rozwój ludności świata na lata 
2005-2100. W konkluzji stwierdzono, Ŝe naleŜy poszukiwać nowych metod 
wyznaczania współczynników funkcji regresji. 
 


