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Wprowadzenie

Tradycyjne podejście do harmoni-
zacji procesów budowlanych koncen-
truje się na minimalizacji czasu trwania 
przedsięwzięcia i/lub kosztu jego reali-
zacji. Klasyczne metody harmonogra-
mowania (metody sieciowe CPM, PERT, 
PD) są szeroko krytykowane w literatu-
rze (Biruk i Jaśkowski, 2009; Elbeltagi 

i Ammar, 2001; Vanhoucke, 2006; 
Damci, Arditi i Polat, 2013; Zhang, 
Zou i Su, 2013). Jako główne słabo-
ści tych metod wymienia się m.in. 
(Damci i inni, 2013; Elbeltagi i Am-
mar, 2001; Zhang i inni, 2013): trud-
ności w modelowaniu przedsięwzięć 
z dużą liczbą procesów, nieuwzględnia-
nie ograniczeń w dostępności zasobów, 
złożoność modelowania procesów po-
wtarzalnych i ciągłości realizacji proce-
sów oraz przepływu zasobów. Ze wzglę-
du na te niedoskonałości rozwijane są 
metody harmonogramowania zoriento-
wane na zasoby (Damci i inni, 2013) – 
z uwzględnieniem ograniczeń w ich do-
stępności oraz ciągłości ich pracy. 

Zapewnienie ciągłości pracy zaso-
bów oraz pełne wykorzystanie ich po-
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tencjału produkcyjnego jest podstawową 
intencją metod potokowych oraz zna-
nych z literatury anglojęzycznej metod: 
LOB (ang. Line of Balance) i LSM (ang. 
Linear Scheduling Method). Harris i Io-
annou (1998) opracowali metodę RSM 
(ang. Repetitive Scheduling Method), 
która jest rozwinięciem metody drogi 
krytycznej dla przedsięwzięć zawiera-
jących powtarzalne procesy. Metoda ta 
umożliwia uwzględnienie ograniczeń 
technologicznych, zapewnia ciągłość 
pracy brygad oraz pozwala zidentyfi -
kować kontrolny ciąg czynności (ang. 
contolling sequence) wpływający na 
termin realizacji całego przedsięwzię-
cia, który jest odpowiednikiem ścieżki 
krytycznej w metodzie CPM. Alter-
natywny algorytm identyfi kacji ciągu 
kontrolnego przy nieustannej realizacji 
procesów opracowali Elbeltagi i Ammar 
(2001). Wang, Wang i He (2013) opra-
cowali model matematyczny przydziału 
zasobów do realizacji procesów powta-
rzalnych z uwzględnieniem ograniczeń 
w ich dostępności oraz warunku ciągło-
ści ich zatrudnienia. Ponieważ analizo-
wany problem jest NP-trudny, autorzy 
do rozwiązania modelu zastosowali al-
gorytm genetyczny. Algorytm minimali-
zacji przestojów pracy brygad realizują-
cych procesy powtarzalne zaproponował 
Vanhoucke (2006).

Planując realizację przedsięwzięć 
budowlanych typu kompleks operacji, 
korzysta się powszechnie z metod sie-
ciowych. Nowicki (1981) przedstawił 
sposób analizy modeli sieciowych (usta-
lania terminów realizacji) zapewniający 
ciągłość realizacji robót przy ustalonym 
terminie końcowym przedsięwzięcia. 
Wyróżnił w modelu dwa typy zdarzeń: 
spełniające warunek poprzedzania oraz 

poprzedzania i ciągłości. Vanhoucke 
i Debels (2007) zaproponowali inne po-
dejście, umożliwiające minimalizację 
przerw na drogach, dla których dąży 
się do zapewnienia ciągłości realizacji. 
W tym celu na początku i końcu każdej 
takiej drogi (złożonej z procesów, które 
mogą być realizowane różnymi warian-
tami technologiczno-organizacyjnymi) 
wprowadzili dwie sztuczne czynności 
połączone z początkowym i końcowym 
wierzchołkiem sieci. Wydłużanie cza-
sów czynności sztucznych powoduje 
– przy ustalonym w kontrakcie terminie 
końcowym przedsięwzięcia – redukcję 
przerw na drodze ciągłej. Ideę czynności 
sztucznych wykorzystali Biruk i Jaśkow-
ski (2009) w celu poszukiwania kompro-
misu między czasem realizacji przed-
sięwzięcia a czasem przerw w realizacji 
szczegółowych ciągów organizacyjnych 
przez brygady robocze.

Ponieważ harmonizacja pracy brygad 
i zespołów roboczych jest kluczowym 
zagadnieniem inżynierii przedsięwzięć 
budowlanych (Georgy, 2008; Biruk 
i Jaśkowski, 2009; Tang, Liu i Sun, 2014), 
istnieje wiele badań i opracowań na ten 
temat. Jednak większość z nich doty-
czy harmonogramowania przedsięwzięć 
składających się z procesów powtarzal-
nych oraz nie uwzględnia możliwości 
zatrudnienia podwykonawców, pomi-
mo że według badań Grasso, Rasdorfa 
i Bridgersa (2008) nawet 76,1% proce-
sów budowlanych jest zlecanych do re-
alizacji innym podmiotom przez gene-
ralnych wykonawców. 

W artykule opracowano model pro-
gramowania liniowego dla przedsięwzię-
cia budowlanego typu kompleks opera-
cji, zapewniający minimalizację przerw 
w pracy brygad generalnego wykonawcy 
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z uwzględnieniem ograniczeń w dostęp-
ności wykonawców oraz z możliwością 
zlecania wykonania procesów podwyko-
nawcom. Możliwość podwykonawstwa 
robót nie pozwala na jednoznaczne wska-
zanie w modelu przedsięwzięcia ciągów 
procesów realizowanych przez brygady 
i zastosowanie dotychczas opracowa-
nych metod harmonogramowania. 

Model matematyczny problemu 
minimalizacji przestojów brygad 
głównego wykonawcy

Przedsięwzięcie budowlane jest 
modelowane za pomocą sieci sporzą-
dzonej techniką jednopunktową. Zakres 
przedsięwzięcia (podział na pakiety czy 
poszczególne procesy – pozycje w har-
monogramie) oraz zależności kolejno-
ściowe są przedstawione za pomocą gra-
fu G = 〈V, E〉, z jednym wierzchołkiem 
początkowym i końcowym, w którym 
V = {1, 2, ..., n} jest zbiorem procesów, 
a łuki grafu E ⊂ V × V odzwierciedlają re-
lacje kolejnościowe między procesami. 

Do realizacji przedsięwzięcia mogą 
być zaangażowani wykonawcy (lub bry-
gady) ze zbioru R obejmującego RGW 
podzbiór brygad generalnego wyko-
nawcy (GW) oraz RP podzbiór podwy-
konawców. Dla każdego procesu j ∈ V 
jest określony zbiór Rj ⊂ R obejmujący 
dostępnych wykonawców. Dla każdego 
wykonawcy r ∈ R można określić zbiór 
procesów Vr ⊂ V, do realizacji których 
może być on przydzielony. Wykonawca 
r ∈ Rj będzie realizować proces j w cza-
sie tj,r ∈ N z kosztem kj,r ∈ R+. Zmienne  
sj, j V  oznaczają terminy rozpoczęcia 
procesów. Decyzje o wyborze wyko-
nawców do realizacji procesów są mode-

lowane za pomocą zmiennych binarnych 
xj,r ∈ {0, 1}. Zmienna xj,r przyjmie war-
tość 1, gdy proces j będzie realizowany 
przez wykonawcę r, a wartość 0 w prze-
ciwnym przypadku.

Niektórzy wykonawcy mogą reali-
zować kilka procesów (pakietów robót), 
lecz nie jednocześnie. Z tego względu 
dla każdego wykonawcy r ∈ R należy 
określić zbiór par procesów Jr ⊂ V × 
× V spełniających następujące warunki: 
(u, v) ∈ Jr ⇔ u ∈ Vr ∧ v ∈ Vr ∧ u < v (pro-
cesy u i v mogą być realizowane przez 
wykonawcę r), a procesy u i v nie leżą 
na jednej drodze w modelu sieciowym. 
W przypadku gdy do realizacji pary pro-
cesów (u, v) ∈ Jr zostanie przydzielony 
wykonawca r (xu,r = 1 ∧ xv,r = 1) procesy 
te nie mogą być wykonane równocześnie 
(równolegle). Kolejność realizacji tych 
procesów będzie modelowana za pomo-
cą zmiennych binarnych yu,v ∈ {0, 1},
określonych dla ( , ) ru v J  oraz dla 
r R. Zmienna yu,v przyjmie wartość 

1, jeżeli proces u będzie zrealizowany 
przed rozpoczęciem procesu v, wartość 
0 w przeciwnych przypadku. 

Dobór wykonawców procesów oraz 
ustalenie terminów ich wykonania bę-
dzie dokonywany w sposób zapewniają-
cy redukcję przestojów w pracy brygad 
generalnego wykonawcy. Łączny czas 
przestojów w pracy każdej brygady bę-
dzie obliczany jako różnica terminów 
rozpoczęcia pracy danej brygady przy re-
alizacji analizowanego przedsięwzięcia, 
zakończenia jej pracy i łącznego czasu 
wykonania powierzonych jej do wyko-
nania procesów. Aby ustalić niezbędne 
terminy, w modelu dla każdej bryga-
dy GW r ∈ RGW i dla każdego procesu 
j ∈ Vr, który może ona realizować, zasto-
sowano dodatkowe zmienne w postaci:
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, , , ,j r j j r GW rp s x r R j V  (1)

W przypadku gdy proces j będzie re-
alizowany przez brygadę r, zmienna pj,r 
przyjmie wartość równą terminowi roz-
poczęcia realizacji procesu j, w przeciw-
nym przypadku wartość 0. Ze względu 
na nieliniowy charakter zależności (1), 
w modelu zastąpiono ją dodatkowymi 
zależnościami liniowymi, co umożliwi-
ło zastosowanie do rozwiązania modelu 
istniejących algorytmów programowa-
nia liniowego o mniejszej złożoności 
obliczeniowej.

Model zagadnienia wyboru wy-
konawców poszczególnych procesów 
i ustalenia terminów ich wykonania 
(przy ustalonym dyrektywnie czasie T 
i koszcie K realizacji przedsięwzięcia 
oraz ustalonym granicznym KgP kosz-
cie robót zleconych podwykonawcom) 
przyjmuje następującą postać:
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, 0,1 , , ,u v ry u v J r R  (23)

gdzie:
M – dostatecznie duża liczba,
max min,r rz s  – odpowiednio maksymalny 

termin zakończenia i minimalny termin 
rozpoczęcia wykonywania procesów 
powierzonych do wykonania wykonaw-
cy r; terminy te odpowiadają terminom 
zakończenia i rozpoczęcia pracy bry-
gad GW przy realizacji analizowanego 
przedsięwzięcia,
, ,,j r j rz s  – zmienne pomocnicze ozna-

czające odpowiednio termin zakończenia 
i rozpoczęcia realizacji procesu j przez 
brygadę r; terminy te przyjmują wartość 
0, gdy brygada r nie realizuje procesu j.

Funkcja celu (2) minimalizuje łączny 
czas przestoju w pracy brygad generalne-
go wykonawcy. Za pomocą równania (3) 
jest obliczany czas wykonania Dj pro-
cesu j – zmienne tego typu wprowadzono 
dodatkowo w celu uproszczenia zależ-
ności (6)–(9). Zgodnie z warunkiem (4) 
każdy proces może być wykonany tylko 
przez jednego wykonawcę. Pierwszy pro-
ces rozpoczyna się w terminie 0 (5). Wa-
runek (6) umożliwia wyznaczenie termi-
nów rozpoczęcia pozostałych procesów, 
z uwzględnieniem zależności kolejno-
ściowych między procesami modelowa-
nych za pomocą grafu G. Zależności (7) 
i (8) umożliwiają wyznaczenie terminów 
rozpoczęcia procesów , ru v J , które 
nie mogą być realizowane równolegle 
przez tego samego wykonawcę. Jeżeli 
do ich wykonania nie zostanie przydzie-
lony ten sam wykonawca r (xu,r · xv,r = 0),
wówczas warunki (7) i (8) są zawsze 
spełnione, a procesy te mogą być wyko-
nywane równocześnie. W przeciwnym 
przypadku, jeżeli zmienna yu,v przyjmie 

wartość 1, to zgodnie z warunkiem (7) 
proces v może rozpocząć się dopiero po 
zakończeniu procesu u – warunek (8) 
będzie zawsze spełniony. Jeżeli zmien-
na yu,v przyjmie wartość 0, to zgodnie 
z warunkiem (8) proces v musi zakoń-
czyć się przed rozpoczęciem procesu u 
– warunek (7) będzie zawsze spełniony. 
Składnik , ,2 u r v rM x x  przyjmie 
bowiem wartość 0 tylko wtedy, gdy 
, ,1 1u r v rx x , czyli gdy zarówno 

proces u, jak i v będą realizowane przez 
wykonawcę r. Czas i koszt realizacji 
przedsięwzięcia nie mogą przekroczyć 
wielkości ustalonych zadeklarowanych 
w umowie (9) i (10), a koszty realiza-
cji robót przez podwykonawców nie 
mogą przekroczyć ustalonego kosztu 
granicznego (11). Zależności (12)–(15) 
służą do wyznaczenia terminów rozpo-
częcia i zakończenia pracy brygad ge-
neralnego wykonawcy przy realizacji 
przedsięwzięcia. Pomimo że zależno-
ści (14) i (15) mają formę nierówności, 
pozwalają na wyznaczenie poszukiwa-
nych wartości ekstremalnych ze wzglę-
du na postać funkcji celu (maksymalny 
termin zakończenia pracy brygady jest 
w funkcji celu minimalizowany, a termin 
minimalny rozpoczęcia jest maksymali-
zowany). Warunki (16)–(18) oraz (21) 
wprowadzono do modelu w celu line-
aryzacji zależności (1). Jeżeli zmienna 
xj,r = 1, wówczas zmienna pj,r, zgodnie 
z zależnością (17) i (18), przyjmie war-
tość , ,( )j j r j j r js p s p s . W prze-
ciwnym przypadku przyjmie wartość 
0, zgodnie z zależnością (16) pj,r ≤ 0 
i zależnością (21) pj,r ≥ 0. Zależności 
(19)–(23) stanowią warunki brzegowe 
modelu.
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Przykład obliczeniowy i wyniki

W celu weryfi kacji poprawności 
modeli opracowane podejście selekcji 
podwykonawców i harmonogramowa-
nia ich pracy zastosowano do wyzna-
czenia wykonawców przykładowego 
przedsięwzięcia budowlanego. Analizo-
wane przedsięwzięcie obejmuje budowę  
trzech obiektów i jest realizowane w sys-
temie generalnego wykonawstwa. 

Zależności kolejnościowe między 
poszczególnymi procesami (pakietami 
robót) oraz czasy i koszty wykonania 

poszczególnych procesów przez podwy-
konawców (ocenionych pozytywnie na 
etapie prekwalifi kacji) i brygady GW, 
określone na podstawie oszacowań GW 
i ofert podwykonawców, zamieszczono 
w tabeli 1. Niektórzy wykonawcy mogą 
realizować kilka pakietów robót. W ta-
beli 2 wyszczególniono elementy nie-
pustych zbiorów Jr par procesów, które 
mogą być realizowane przez tego same-
go wykonawcę i które nie leżą na tej sa-
mej drodze w grafi e.

Minimalny koszt realizacji (przy nie-
ograniczonym czasie realizacji i koszcie 

TABELA 1. Dane do przykładu
TABLE 1. Example datasets

Nr
No

Obiekt
Object

Numery procesów 
bezpośrednio 

poprzedzających
Numbers of direct 

predecessors

Podwykonawca/
/brygada GW
Subcontrator/

/crew of General 
Contractor (GC)

Czas realizacji 
[dni]

Process duration 
[days]

Koszt realizacji 
[1000 PLN]

Executing cost 
[1,000 PLN]

1 2 3 4 5 6

1

I

–
A 20 90
B 18 110

GW-1 17 100

2 1
C 25 100
D 20 120

GW-2 20 110

3 2
C 45 150
D 40 160

GW-2 42 155

4

II

–
A 12 50
B 10 55

GW-1 11 52

5 6
C 15 49
D 12 55

GW-2 14 50

6 7
C 25 70
D 30 65

GW-2 33 72



Problem minimalizacji przestojów...  199

granicznym robót zlecanych podwyko-
nawcom) wynosi 572 tys. PLN (czas 
realizacji 112 dni, koszt robót zleconych  
572 tys. PLN). Żadna z brygad GW nie 
została przydzielona do realizacji przed-
sięwzięcia. Minimalny czas realizacji 
przedsięwzięcia (przy nieograniczonym 
koszcie i koszcie granicznym robót zle-
canych) wynosi 77 dni. W tym rozwiąza-
niu koszt realizacji wyniósł 628 tys. PLN, 
a koszt robót zleconych podwykonaw-
com osiągnął kwotę 405 tys. PLN. 
W rozwiązaniu tym brygady GW reali-
zują następujące procesy: GW-1 proces 1 
i 10 (przestój 0 dni), GW-2 proces 7, 11 
(przestój 0 dni). Analiza wpływu wielko-
ści T, K i KgGW dostarcza dodatkowych 
informacji wspomagających decyzję 
GW np. przy opracowywaniu oferty 
przetargowej.

Przyjęto, że czas realizacji przedsię-
wzięcia nie może być dłuższy niż 80 dni, 

koszt robót zleconych podwykonawcom 
nie powinien być większy niż 200 tys. 
PLN, a koszt realizacji przedsięwzięcia 
nie powinien przekroczyć kwoty 600 tys. 
PLN. Model matematyczny zagadnienia 
w przykładzie rozwiązano za pomocą 
programu LINGO 14.0.

Harmonogram realizacji przedsię-
wzięcia dla rozwiązania optymalnego 
przedstawiono na rysunku. W rozwiąza-
niu tym procesy 6, 7, 8 i 10 są zlecane 
podwykonawcom. Koszt robót zleco-
nych podwykonawcom wynosi 199 tys. 
PLN, koszt realizacji przedsięwzięcia 
wynosi 599 tys. PLN, a czas realizacji 
80 dni. Brygady GW pracują bez przerw. 
Analiza uzyskanych wartości w rozwią-
zanych przykładach potwierdza wiary-
godność przyjętych założeń i popraw-
ność modelu.

TABELA 1 cd.
TABLE 1 cont.

1 2 3 4 5 6

7

III

–
A 10 35
B 9 40

GW-1 8 38

8 10
C 7 33
D 7 38

GW-2 6 35
9 – 3, 8, 11 – 0 0

TABELA 2. Elementy niepustych zbiorów Jr
TABLE 2. Elements of non-empty sets Jr

Podwykonawca/brygada GW
Subcontrator/Crew of General 

Contractor (GC)
(u, v) ∈ Jr

A, B, GW-1 (1, 4); (1, 7); (4, 7)
C, D, GW-2 (2, 5); (2, 6); (3, 5); (3, 6); (2, 8); (3, 8); (5, 8); (6, 8)
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Podsumowanie i wnioski

Problem zapewnienia ciągłości pracy 
brygad realizujących kompleks operacji 
jest istotny przede wszystkim z punktu 
widzenia redukcji kosztów zatrudnienia 
brygad generalnego wykonawcy. Przy 
planowaniu przedsięwzięć budowlanych 
typu kompleks operacji należy korzy-
stać zatem z metod harmonogramowania 
umożliwiających analizę modelu przed-
sięwzięcia nie tylko w funkcji czasu. 
Istotne jest również zaplanowanie efek-
tywnego wykorzystania własnych zaso-
bów z uwzględnieniem ograniczeń w ich 
dostępności oraz wzięcie pod uwagę ko-
nieczności współpracy z innymi przed-
siębiorstwami przy podejmowaniu zleceń 
i ich realizacji. Generalne wykonawstwo 
to jeden z najbardziej popularnych w Pol-
sce systemów realizacji przedsięwzięcia 
budowlanego. Podwykonawcy są zazwy-
czaj w stanie zrealizować specjalistyczne 
prace budowlane szybciej i mniejszym 
kosztem niż generalny wykonawca. Zle-
canie robót podwykonawcom nie tylko 
robót specjalistycznych, ale również 
z konieczności, gdy nie można zreali-
zować przedsięwzięcia we własnym 

zakresie, w dzisiejszych czasach jest 
powszechną praktyką. Zaproponowany 
w artykule model matematyczny umoż-
liwia ustalenie harmonogramu robót, 
a także dokonanie doboru wykonawców 
poszczególnych procesów spośród zaso-
bów GW i dostępnych podwykonawców. 
Model jest liniowo zależny, więc może 
być rozwiązywany z zastosowaniem do-
stępnego na rynku oprogramowania.
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Streszczenie

Problem minimalizacji przestojów 
w pracy brygad generalnego wykonawcy 
w harmonogramowaniu przedsięwzięć 
budowlanych. Przedsiębiorstwa realizując 
przedsięwzięcia budowlane, dążą do uzyska-
nia największego stopnia harmonizacji pracy 
angażowanych zasobów, co przejawia się 
w zapewnieniu ciągłej i równomiernej pro-
dukcji przy pełnym wykorzystaniu ich poten-

cjału wykonawczego. W artykule przeanali-
zowano problem harmonizacji pracy brygad 
generalnego wykonawcy, realizujących pro-
cesy nierytmiczne, niecykliczne i niejedno-
rodne przy założeniu deterministycznych 
warunków działania. Opracowano model 
matematyczny problemu minimalizacji prze-
stojów w pracy brygad generalnego wyko-
nawcy przy ustalonym w kontrakcie terminie 
zakończenia przedsięwzięcia i limicie kosztu 
jego realizacji, uwzględniając ograniczenia 
w dostępności brygad oraz możliwość zleca-
nia robót podwykonawcom. 

Summary

Minimisation of work gaps for general 
contractor crews in construction project 
scheduling. During executing of construc-
tion projects enterprises seek for high level 
of coordinating engaged resources. This 
seeking evinces in providing continuity and 
levelling production. It enables making of 
entire production capability. This paper ana-
lyses scheduling work of general contractor 
crews, which carry out unrhytmic, non-cyc-
lic and inhomogeneous processes in determi-
nistic conditions. The mathematical model 
of work gaps for general contractor crews in 
construction project scheduling is formula-
ted. This model also counts crews availability 
limits, cost and time constraints and possibi-
lity of tasks outsourcing for subcontractors. 
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