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Wprowadzenie

Metoda elementów skończonych 
(MES) dominuje niepodzielnie w zasto-
sowaniach inżynierskich od kilkudzie-
sięciu lat. MES jest metodą obliczenio-
wą, której rozwój datuje się na ostatnie 
50 lat. Rozwój ten związany jest z nieby-
wałym postępem w technologii kompu-
terowej. Opowiadania sprzed trzydziestu 
lat o obliczeniach inżynierskich, na które 
wybierano się jak na biwak, ze śpiwora-
mi i prowiantem, brzmią dziś jak bajka, 
ale bajką nie są. Także twórcy MES są 
(R.W. Clough, R.L. Taylor) lub do nie-
dawna byli wśród nas (J.H. Argyris, 
O.C. Zienkiewicz). Obecnie sama me-
toda jest przytłumiona przez progra-
my obliczeniowe, które na niej bazują. 

W niniejszej pracy przywołujemy tro-
chę historii i przedstawiamy najważniej-
sze prace dotyczące zastosowania MES 
w analizie dźwigarów powierzchnio-
wych. 

Korzenie

Początki rozwoju sformułowań MES 
w analizie płyt i powłok należy datować 
na wczesne lata 60. XX wieku, wska-
zując na zespół badawczy profesora 
R.W. Clougha na Uniwersytecie w Ber-
keley, USA. Pod kierunkiem Clougha 
jego dyplomant Ari Adini (który pra-
cował w jednym pokoju z późniejszym 
profesorem Edwardem Wilsonem) wy-
korzystywał aparat algebry macierzowej 
do rozwiązywania problemów inżynier-
skich. Finalizował swoją pracę w zakre-
sie zginania płyt cienkich. Zbudował pro-
stokątny element skończony i wykazał, 
że tę klasę zagadnień można poprawnie 
rozwiązywać za pomocą MES. Wyniki 
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pracy opublikowano w raporcie Adini 
i Clough (1960). Pracę tę należy uważać 
za pierwszą w zakresie MES do analizy 
płyt. Co ciekawe praca ta nie została za-
akceptowana do wygłoszenia na konfe-
rencji American Society of Civil Engi-
neers, gdyż przyjęto już dwie inne prace 
z Uniwersytetu w Berkeley. Opracowany 
element był 4-węzłowy o 12 stopniach 
swobody. Do aproksymacji wykorzysta-
no pełny wielomian trzeciego stopnia, 
sumując niektóre człony wielomianu. 
Opracowany element spełniał większość 
wymagań MES, jednak ciągłość kla-
sy C-1 spełniona była tylko w czterech 
węzłach. Adini kontynuował pracę, roz-
wiązując wiele prostych zadań powłoko-
wych, rozszerzając rozważania na stany 
zgięciowe i membranowe. W 1961 roku 
obronił pracę doktorską na temat anali-
zy konstrukcji powłokowych za pomocą 
MES (Adini 1961). Adini, autor pierw-
szych prac z omawianej dziedziny, nie 
kontynuował pracy naukowej i jego na-
zwisko nie jest widoczne w żadnej póź-
niejszej publikacji.  

W 1960 roku Jim Tocher, dokto-
rant profesora Clougha, rozpoczął pra-
ce w zakresie praktycznych zastosowań 
MES do zginania płyt. Po dwóch latach 
przedstawił on dysertację (1961), w któ-
rej wykazał, że rzeczywiste konstrukcje 
płytowe mogą być modelowane za po-
mocą trójkątnych elementów skończo-
nych. Otrzymane wyniki nie były jednak 
w pełni satysfakcjonujące – element był 
zbyt „miękki” i nie zawsze uzyskiwa-
no zbieżność wyników do rozwiązania 
ścisłego. W latach 1962–1963 Tocher 
uzyskał grant podoktorski w  Norwegii 
i kontynuował prace nad trójkątnym 
elementem skończonym, będąc w cią-
głym kontakcie z profesorem Cloughem. 

W tym samym czasie w Berkeley student 
profesora Clougha T.K. Hsieh zapropo-
nował skomplikowany sposób budowy 
płytowego elementu trójkątnego, który 
spełnia wszystkie warunki dostosowa-
nia. Element ten został włączony do pro-
gramu obliczeniowego i przetestowany 
przez Tochera w czasie jego pracy dla 
koncernu Boeing. Element wykazywał 
znakomite własności zbieżności i zo-
stał nazwany HCT od pierwszych liter 
nazwisk Hsieha, Clougha i Tochera. 
Wyniki opublikowano w 1965 roku na 
konferencji Wright-Patterson Conferen-
ce on Matrix Methods (Clough i Tocher 
1965). Element ten był wykorzystywany 
w przemyśle do obliczeń zginania płyt 
cienkich przez ponad 20 lat. 

Koncepcje

Patrząc historycznie na rozwój płyto-
wych i powłokowych elementów skoń-
czonych, można wyróżnić dwa schematy 
postępowania, przedstawione na rysun-
ku 1. W obu schematach punktem wyj-
ścia jest trójwymiarowe ciało o cechach 
powłoki lub płyty. Koncepcja klasyczna 
polega na zbudowaniu w pierwszej ko-
lejności dwuwymiarowej teorii powłok 
(płyt), a następnie zastosowaniu formali-
zmu MES. Koncepcja tzw. zdegenerowa-
nych elementów powłokowych polega 
na sformułowaniu MES w odniesieniu 
do ciała trójwymiarowego i zmodyfi ko-
wanie sposobu aproksymacji MES tak, 
aby nadać modelowi cechy powłokowe 
przez wprowadzenie rotacyjnych stopni 
swobody jako parametrów węzłowych.    
Obie koncepcje mogą prowadzić do róż-
nych elementów skończonych. Szczegó-
łową analizę różnic i podobieństw obu 
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sformułowań przedstawili ostatnio Bi-
shoff i inni (2004). Koncepcja zdegene-
rowanych izoparametrycznych elemen-
tów powłokowych była przez wiele lat 
dominująca w literaturze przedmiotu.

Kroki milowe

Obserwując na przestrzeni 50 lat, 
rozwój MES w zakresie budowy ele-
mentów skończonych płyt i powłok, 
można zdefi niować najważniejsze prace, 
które stanowią swego rodzaju kroki mi-
lowe tego rozwoju. Poza pracami przed-
stawionymi wcześniej, warto zauważyć 
kilka innych.

Jako pierwszą należy wymienić 
fundamentalną pracę Ahmada i innych 
(1970) – rysunek 2, w której opracowa-
no element powłokowy jako odpowied-
nią modyfi kację izoparametrycznego 
elementu trójwymiarowego. Modyfi -

kacja ta polegała na wprowadzeniu do 
opisu MES hipotezy odpowiadającej 
założeniom kinematycznym Mindlina–
–Reissnera. Wkrótce przyjęła się nazwa 
sformułowania „zdegenerowany izopa-
rametryczny element powłokowy” lub 
„element Ahmada”. W niedługim czasie 
po opublikowaniu artykułu stwierdzono 
bardzo wolną zbieżność sformułowania 
dla płyt i powłok cienkich oraz zjawisko 
zbyt dużej sztywności elementu. W me-
chanice komputerowej zjawisko to znane 
jest pod nazwą blokada przemieszczeń 
(ang. locking). W literaturze defi niu-
je się kilka typów blokad, związanych 
z różnymi parametrami geometrycznymi 
i fi zycznymi

Pawsey i Clough (1971) oraz równo-
cześnie Zienkiewicz i inni (1971) – rysu-
nek 3, zauważyli pozorny paradoks, że 
własności zbieżności zdegenerowanych 
elementów powłokowych można zna-
cząco polepszyć przez obniżenie rzędu 

3D continuum powłokowe 

Dyskretyzacja MES                           Zało enia teorii powłok
  3D model MES                                2D model powierzchniowy 

                                     
 Zało enia teorii powłok                      Dyskretyzacja MES
 2D zdegenerowany model MES       2D model MES 

RYSUNEK 1. Dwie koncepcje budowy elementów skończonych płytowych/powłokowych  
FIGURE 1. Two ways of development of plate/shell fi nite elements



Rozważania o metodzie elementów skończonych 505

RYSUNEK 2. Zdegenerowane elementy powłokowe Ahmada
FIGURE 2. Degenerated shell concept – Ahmad fi nite elements

     
RYSUNEK 3. Całkowanie zredukowane i selektywne
FIGURE 3. Reduced and selective integration
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kwadratury Gaussa–Legandre’a podczas 
całkowania macierzy sztywności. Tech-
nika całkowania zredukowanego stała 
się bardzo popularnym „lekarstwem” 
na blokady elementów płytowych i po-
włokowych. Wkrótce stwierdzono jed-
nak, że całkowanie zredukowane (i jego 
modyfi kacja – całkowanie selektywne) 
prowadzi do nadosobliwości macierzy 
sztywności elementów, która, w zależ-
ności od warunków brzegowych zadania 
i zastosowanej siatki podziału na ele-
menty, może prowadzić do osobliwości 
lub quasi-osobliwości zadania. 

Znaczny postęp w rozwoju efek-
tywnych elementów skończonych płyt/
/powłok związany jest z zastosowaniem 
specjalnych, ulepszonych schematów 
interpolacji wybranych składowych sta-
nu odkształcenia. Pierwszym pełnym 
sformułowaniem tego zagadnienia był 
opublikowany przez MacNeala (1978) 

element QUAD4 (rys. 4), gdzie w spo-
sób specjalny potraktowano poprzeczne 
odkształcenia postaciowe.

Bathe i Dvorkin (1986) opracowali 
4-węzłowy element (MITC4) i jego 8-
-węzłowy odpowiednik (MITC8), które 
bazują na koncepcji mieszanej interpo-
lacji składowych tensorowych (rys. 5). 
W elemencie zakrzywionym (MITC8) 
konieczne było wprowadzenie specjalne-
go opisu odkształceń błonowych w celu 
uniknięcia zjawiska blokady membra-
nowej. Rodzina płytowych i powłoko-
wych elementów skończonych (MITCn,  
gdzie n oznacza liczbę węzłów) zapo-
czątkowała koncepcję budowy elemen-
tów skończonych o tzw. założonych 
odkształceniach, na bazie mieszane-
go sformułowania wariacyjnego. Park 
i Stanley (1986) opublikowali, pod na-
zwą założonych naturalnych odkształceń 
(ang. assumed natural strains – ANS), 

RYSUNEK 4. Element typu QUAD4
FIGURE 4. QUAD4 fi nite element
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sformułowanie elementu powłokowego 
9-węzłowego, wolnego od zjawisk blo-
kady poprzecznego ścinania i blokady 
membranowej (rys. 6).

Inną owocną techniką uniknię-
cia zjawiska blokady przemieszczeń 
w MES jest koncepcja zastępczych pól 
odkształceń (ang. enhanced assumed 
strain – EAS) (Simo i Rifai 1990 – 
rys. 7). Podczas gdy technika ANS ob-
niża stopień wielomianu interpolacyj-
nego dla wybranych składowych stanu 
odkształcenia, to w EAS standardowe 
pole odkształceń, wynikające z różnicz-
kowania przemieszczeń jest „zszywane” 
z niezależnie budowanym wzbogaco-
nym polem odkształceń. Warunek orto-
gonalności zastępczego pola odkształceń 
i pola naprężeń pozwala uniknąć dodat-

kowego członu w wyrażeniu na energię 
sprężystą. Simo i Rifai (1990) oparli 
budowę modelu EAS na trójpolowej za-
sadzie wariacyjnej Hu–Washizu. Jednak 
w późniejszych pracach stwierdzono, że 
EAS nie jest techniką mieszaną MES, 
lecz raczej zmodyfi kowanym sformuło-
waniem przemieszczeniowym.  

Kolejną techniką budowy elemen-
tów skończonych, którą należy uznać za 
kamień milowy w opisie płyt i powłok, 
jest cała gama sformułowań miesza-
nych oraz hybrydowych. W sformuło-
waniach mieszanych niezależnej aprok-
symacji podlegają pola przemieszczeń 
i odkształceń lub naprężeń. W modelach 
hybrydowych dodatkowej, niezależnej 
interpolacji podlegają wielkości na brze-
gu element skończonego. Prace w tym 

RYSUNEK 5. Rodzina elementów typu MITn
FIGURE 5. MITn family of fi nite elements
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RYSUNEK 6. Koncepcja założonych naturalnych odkształceń
FIGURE 6. Assumed Natural Strain concept

   
RYSUNEK 7. Wzbogacone pola odkształceń
FIGURE 7. Enhanced Assumed Strains
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zakresie prowadzone są od lat 70. XX 
wieku przez różnych autorów. Synte-
tyczny opis różnych sformułowań, także 
swojego autorstwa, podał Pian (1995) 
– rysunek 8. Można wykazać, że niektó-
re sformułowania mieszane są równo-
ważne modelom przemieszczeniowym 
z zastosowaniem „trików numery-
cznych”, takich jak np. całkowanie zredu-
kowane. 

Podsumowanie

Pomimo 50-letnich wysiłków bada-
czy z całego świata „najlepszy” powło-
kowy element skończony nie został do-
tąd opracowany. 

Tysiące publikacji w obszarze sfor-
mułowań MES w teoriach płyt i powłok 
można klasyfi kować i analizować w róż-
ny sposób. Wymieńmy na koniec kilka 
ciekawych i trudnych zagadnień:  

modele MES dla powłok cienkich 
versus sformułowania w teoriach po-
włok o średniej grubości (klasy cią-
głości C-0 i C-1), 
problemy obliczeniowe w analizie nie-
liniowej geometrycznie i fi zycznie, 
powłoki kompozytowe, warstwowe 
i sandwiczowe, 
problem 6. (kątowego) stopnia swo-
body w elementach powłokowych, 
koncepcja fi zycznych funkcji kształ-
tu w analizie MES płyt i powłok.

–

–

–

–

–

RYSUNEK 8. Sformułowania mieszane i hybrydowe
FIGURE 8. Mixed and Hybrid Formulations
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Streszczenie

Rozważania o metodzie elementów 
skończonych. Budowa elementów skoń-
czonych cienkich, średniej grubości i gru-
bych płyt i powłok stanowi obszar aktyw-
nych badań naukowców od ponad 50 lat. 
Zaowocowało to setkami prac i publikacji. 
W systemach MES istnieje bardzo wiele ele-
mentów płytowych lub powłokowych, lecz 
„najlepszy” element powłokowy nadal czeka 
na swojego odkrywcę. Praca stanowi spoj-
rzenie historyczne na rozważany problem od 
wczesnych lat 60. minionego wieku do dnia 
dzisiejszego.  

Summary

Some considerations on the fi nite ele-
ment method. Development of fi nite ele-
ments for thin, moderately thick as well as 
thick plates and shells is one of the active 
areas of the fi nite element technology for 
50 years, followed by hundreds of publica-
tions. A variety of plate and shell elements 
exist in FE programmes, but “the best” fi nite 
element is still to be discovered. The work 
deals with a historical view into the subject 
from the fi rst papers in early sixties of the 
last century until now.
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