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Wprowadzenie

Przeplyw wody w korycie z zato-
piona badz wynurzona roslinnoscia jest
waznym zagadnieniem hydrodynami-
ki o duzym znaczeniu praktycznym.
W ostatnim czasie zagadnienie to bylo
intensywnie badane, zarowno na drodze
eksperymentalnej (Kubrak i Wielgosz
2008, Huai i in. 2009), jak i na drodze
symulacji numerycznych (Kubrak 2006,
Huai i in. 2009). Wigkszos¢ propono-

wanych w literaturze modeli nume-
rycznych to modele jednowymiarowe,
wykorzystujace hipoteze¢ drogi miesza-
nia Prandtla (Czernuszenko i Rowinski
1994). Istotna zaleta tych modeli, w po-
réwnaniu z trojwymiarowymi modelami
polegajacymi na numerycznym rozwia-
zywaniu rownan Naviera-Stokesa, jest
ich prostota, a w konsekwencji — krotszy
czas obliczen oraz mniejsze wymagania
w stosunku do mocy uzywanych kom-
puterow (Kubrak 2006).

Przedstawione modele maja jednak
rowniez swoje wady. Zakladaja one
roOwnomierne rozmieszczenie roslinno-
sci w korycie, jednakowe wiasciwosci
poszczegdlnych roslin (np. wysokos¢
czy Srednica) oraz stacjonarny charakter
przepltywu. W wielu przypadkach jest to
do$¢ powazne ograniczenie.
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W niniejszej pracy do symulacji prze-
ptywu wody przez koryto z elementami
sztywnymi uzyta zostala metoda gazu
sieciowego Boltzmanna (Chen i Doolen
1998). Metoda ta, wywodzaca si¢ z teo-
rii automatéw komoérkowych (McNama-
ra i Zanetti 1988), laczy w sobie prostote
i szybko$¢ dziatania z mozliwos$cia opi-
sywania problemow charakteryzujacych
si¢ skomplikowana geometria oraz nie-
stacjonarnych. W pracy przedstawiono
wyniki symulacji przeptywu wody dla
koryt o rownomiernym oraz nierowno-
miernym rozmieszczeniu elementow
sztywnych w przekroju, dla przypadku
gdy elementy te rdznia si¢ wysokoscia,
oraz przedstawiono przypadek niesta-
cjonarnego przeptywu wody w korycie.

Praca ta powstala przy wsparciu finan-
sowym Fundacji na rzecz Nauki Polskie;j.

Metoda gazu sieciowego
Boltzmanna

Do symulacji przeptywu zastosowa-
no metod¢ gazu sieciowego Boltzmanna
(He i Luo 1997, Chen i Doolen 1998).
Metoda ta stanowi alternatywne pode;j-
$cie do modelowania zagadnien dyna-
miki ptynow. Polega ona na symulowa-
niu zachowania jednoczastkowej funkcji
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
w czasie, zgodnie z rownaniem Kkine-
tycznym Boltzmanna (Landau i Lifszyc
1971) — wzor (1).

Funkcja rozktadu gestosci prawdo-
podobienstwa f(x,v, f) okresla prawdo-
podobienstwo znalezienia czastki ptynu
w punkcie X 1 w czasie ¢, poruszajacej si¢

z predkoscia v. Gdy znana jest wartos$¢
tej funkcji w kazdym punkcie przestrze-
ni potozenia i predkosci, mozliwe jest
obliczenie na jej podstawie lokalnych
wielkosci okre$lajacych przeplyw, jak
ci$nienie czy predkos¢ przeptywu (Pal-
mer i Rector 2000). Pozostate symbole
w rownaniu (1) oznaczaja: Q2 — kat bry-
lowy, o — rézniczkowy przekrodj czynny
na zderzenie czastek poruszajacych si¢
z predko$ciami v oraz v', natomiast v
1v " oznaczaja predkosci tych czastek po
zderzeniu. W réwnaniu (1) pominigto
dzialanie sity grawitacji.

Istota metody gazu sieciowego
Boltzmanna jest dyskretyzacja czasu,
przestrzeni oraz kierunkdéw predkosci
(McNamara i Zanetti 1988). Dyskretna
posta¢ funkcji gestosci rozkladu praw-
dopodobienstwa zapisywana jest jako
f(x,1), gdzie indeks i numeruje dopusz-
czalne kierunki predkosci. Ewolucje
funkcji gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa opisuje nastgpujace rownanie
réznicowe, bedace dyskretyzowana for-
ma réwnania kinetycznego Boltzmanna
(1) — Chen i Doolen (1998):

fi(x+e, t+1)=f, (x,z)m,.[f,. (x,z)]
()

gdzie e, jest i-tym dyskretnym kierun-
kiem predkosci, taczacym punkt x z jed-
nym z sasiednich punktow siatki nume-
rycznej. Funkcja €, [ /i (X,Z)} oznacza
operator kolizji — nie nalezy go myli¢
z katem brytlowym w rownaniu (1) —i sta-
nowi dyskretna forme catki wystepujacej

%f(x, v, 1)+ vVf (x,V, 1) :deId3v'G(Q)|v—v'|[f(x,v,t)~f(x,v',t)—

—f(%v,.1) £ (xv,.0)]

(1)
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po prawej stronie rownania (1). Sposrod
kilku wyrazen na operator kolizji spoty-
kanych w literaturze, najpowszechniej
uzywane jest przyblizenie Bhatnagara-
-Grossa-Krooka (BGK) — Bhatnagar i
inni (1954), Qian i inni (1992):

Qln(xn]-1f-1(xn] @

W réwnaniu (3) T oznacza tzw. czas
relaksacji, natomiast f, — rownowa-
gowa warto$¢ funkcji rozktadu gegstosci
prawdopodobienstwa. Najpowszechniej
stosowana forma wyrazenia na t¢ warto$¢
jest rownanie (Chen i Doolen 1998):

A :pw,,(l-k3el.-v+%(el.-v)2 —gvzj

2
“4)

W powyzszym roéwnaniu, oprocz
znanych juz symboli, wystgpuje gestosé
gazu sieciowego (p), ktorej nie nale-
zy utozsamiaé¢ z gestoscia ptynu, oraz
zalezny od kierunku wspotczynnik w.
Wartos¢ tych wspotczynnikow zalezy od
przyjetej geometrii siatki obliczenio-
wej (Qian 1 in. 1992). W symulacjach
korzystano z trojwymiarowej siatki
D3Q19 o osiemnastu kierunkach wek-
toréw. Schemat takiej sieci przedstawia
rysunek 1. Dla sieci D3Q19 zachodzi:
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RYSUNEK 1. Schemat kierunkéw wektorow
predkosci dla sieci D3Q19

FIGURE 1. Scheme of velocity vector directions
for D3Q19 lattice

Wartos¢ czasu relaksacji okresla lo-
kalna szybkos$¢ dochodzenia funkcji roz-
ktadu do wartosci rownowagowej, jest
zatem w prosty sposob zwiazana z lep-
ko$cig ptynu. Zwiazek ten ma postac:

211
v:
6

(6)

gdzie v oznacza lepko$¢ kinematyczna
plynu.

Znajac funkcje gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa, mozna w kazdym
punkcie wyznaczy¢ gestos¢ gazu siecio-
wego:

p(x,t):Zfi(x,t) 7

1
3 dla i=0 a na jej podstawie cisnienie oraz pred-
1 ko$¢ ptynu w kazdym punkcie wedlug
w=<— dla i=1,..,6 (5)  wzoréw (He i Luo 1997, Chen i Doolen
18 .
| 1998):
— dla i=7,..,18
36 p(xt)=cp(x.1) (®)
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We wzorze (8) wielko$¢ ¢ oznacza
stata zalezna od geometrii siatki obli-
czeniowej. Dla siatki D3Q19 wynosi

1
ona —.

NG

Po wyznaczeniu pola predkosci oraz
gestosci gazu sieciowego nalezy obliczy¢
nowe wasrto$ci rownowagowe funkcji
rozktadu wedlug wzoru (4) i przejs¢ do
nastgpnego kroku czasowego, na ktory
sktadaja sig¢ rownania (2) 1 (7-9).

Schemat obliczen nalezy jeszcze
uzupetni¢ o warunki brzegowe. Obszar
rozwigzania podczas symulacji przepty-
wu wody w korycie posiada cztery ro-
dzaje brzegdéw. Pierwszy z nich to dno
i $ciany boczne koryta, a takze $Scianki
elementow sztywnych. Na tych brze-
gach zaktada sig brak poslizgu cieczy,
a wigc dla odpowiednich weztow siatki
zamiast rownania (2), zachodzi:

v(x,1)=

fi(x+e i +1)= 1, (x.1) (10)

gdzie wektory oznaczone indeksami i
oraz —i spetniaja warunek e , = —e. Ko-
lejny brzeg obszaru rozwigzania stanowi
powierzchnia swobodna cieczy, dla kto-
rej zaktadano nast¢pujace warunki brze-

gowe (Prosnak 2006):

i(v~t) =0

on 2 (11)
V~n|a =0

gdzie n i t oznaczaja odpowiednio wektor
normalny i styczny do powierzchni cie-
czy. Aby spehi¢ te warunki, stosowano
nast¢pny warunek:

fl.(x+el.,t+1)=fj(x,t) (12)
przy czym:
e;=¢ —2(e;-n)-n (13)

Oznacza to, ze funkcja odpowiada-
jaca dowolnemu wektorowi i zostaje za-
mieniona na funkcj¢ odpowiadajaca wek-
torowi j, ktory ma przeciwna skladowa
prostopadta do powierzchni cieczy.

Pozostate dwa brzegi obszaru roz-
wigzania to przekrdj wlotowy i odpty-
wowy cieczy. Dla tych brzegdéw stoso-
wano warunki oméwione szczegdtowo
w pracy Zou i He (1997).

Wyniki symulacji

Obliczenia przeprowadzono dla ko-
ryta o prostokatnym przekroju, w ktorym
rozmieszczone byly elementy sztywne,
symulujace oplywana roslinnosc.

Na poczatku rozwazano koryto,
w ktorym umieszczone sa elementy
sztywne o jednakowej wysokosci, mniej-
szej niz glebokos¢ koryta. Elementy byly
rozmieszczone w miar¢ réwnomiernie
w weztach kwadratowej siatki — wystgpo-
waly jednak odchylenia od tych potozen
o wartosci ponizej jednej trzeciej odlegto-
$ci miedzy elementami. Schemat uktadu
elementéw sztywnych w tym przypadku
przedstawiony jest na rysunku 2a.

Przyjeto nastgpujace wartosci licz-
bowe: Ssrednica elementu sztywnego
— 1,8 cm, wysoko$¢ elementow sztyw-
nych — 9 cm, $rednie odlegtosci miedzy
elementami — 5,5 cm, gleboko$¢ koryta
— 13,5 cm. Srednia predkos¢ przeptywu
wody w przekroju zostata przyjeta jako
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RYSUNEK 2. Rozmieszczenie elementoéw sztywnych w korycie: a — rownomierne, b — nierownomierne
FIGURE 2. (a) Uniform and (b) nonuniform distribution of rigid stems in open channel

0,5 cm's™ (przeptyw laminarny). Lep-
kos¢ kinematyczna wody byta rowna 10
cm?s! (w temperaturze okoto 20°C).
W obliczeniach przyjeto warto§¢ kroku
przestrzennego — 0,3 c¢cm, a kroku cza-
sowego — 0,18 s. Przy tych wartosciach
lepko$¢ kinematyczna wody wyrazona
w jednostkach metody gazu sieciowego
wynosi 0,02, a zatem czas relaksacji, zgod-
nie z rownaniem (6), jest rowny 0,56.
Pionowy rozktad predkosci, obliczo-
ny w poblizu wylotu koryta, przedsta-
wiony zostat na rysunku 3a. Na rysunku
3b przedstawiono natomiast pionowy

0 e
0 0.2 0.4 0.6 08 1
v [em's™]

profil predkosci, w przypadku gdy wyso-
ko$¢ elementow sztywnych jest wigksza
niz glgbokos$¢ koryta. Profil widoczny na
rysunku 3a jest jako$ciowo podobny do
profilu uzyskanego przez Huai i innych
(2009). Mozna tu wyodrebni¢ trzy war-
stwy. W pierwszej z nich, rozciagajacej
si¢ do okoto 2 cm od dna kanatu, obser-
wuje si¢ zwigkszenie predkosci wraz
z wysokoscia. W kolejnej, siggajacej
do wysokos$ci nieco mniejszej od wyso-
kosci elementow sztywnych, predkosé
praktycznie nie zmienia si¢ wraz z wy-
sokoscia. Wreszcie w trzeciej, najwyz-

b

H [cm]

0 02 0.4 06 08 1
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RYSUNEK 3. Obliczone pionowe rozktady predkosci wody w korycie z elementami sztywnymi:
a — zanurzonymi w wodzie, b — wystajacymi ponad lustro wody
FIGURE 3. Calculated vertical velocity profiles in channel with rigid stems: a — submerged, b — emerged
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szej warstwie, rozciagajacej si¢ powyzej
wierzchotkow elementow sztywnych,
obserwuje si¢ szybkie zwigkszenie pred-
kos$ci az do warto$ci maksymalnej w po-
blizu lustra wody. Podobne trzy warstwy
przeplywu byly obserwowane, zaro6wno
eksperymentalnie, jak i w wynikach ob-
liczen numerycznych, w przypadku ko-
ryt z elementami sprezystymi (Kubrak
i Wielgosz 2008). Wynika stad wniosek,
ze jakos$ciowy obraz profilu predkosci
nie zalezy istotnie od rodzaju umiesz-
czonych w nim elementdw (sprezyste
lub sztywne). Rowniez wprowadzenie
nier6wnomiernego rozmieszczenia ele-
mentow nie wplywa istotnie na charak-
ter profilu predkosci.

Profil predkosci przedstawiony na
rysunku 3b rowniez odpowiada jakoscio-
wo profilowi otrzymanemu przez Kubrak
i Wielgosza (2008) dla sprezystych ele-
mentow o wysokosci wigkszej niz giebo-
kos¢ wody w korycie. W tym przypadku
wyr6zni¢ mozna dwie warstwy cieczy
— dolna, w ktorej nastgpuje zwigkszanie
predkosci cieczy, oraz gorna, o znacznie
wigkszej grubosci, w ktorej predkos¢ cie-
czy ma warto$¢ praktycznie stala.

Nastgpnie rozwazano koryto, w kto-
rym jeden rzad elementéw sztywnych
zostal usuniety. Uktad elementdéw sztyw-
nych w takim korycie przedstawiono na
rysunku 2b. W tym przypadku obliczony
profil predkosci zalezy silnie od punktu,
w ktérym jest wyznaczany, co pokazuje
rysunek 4.

W przypadku gdy badany jest profil
w punkcie odleglym od ,,pustego” rz¢du
(punkt A na rys. 2b), okazuje sig, ze jest
on zblizony do trojwarstwowego profilu
otrzymanego poprzednio (czarna linia
na rys. 4). Zupetnie inny charakter ma
profil predkosci obliczony dla punktu

0 — T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v [em's™']

RYSUNEK 4. Pionowe rozktady predkosci wody
w korycie z nieréwnomiernie rozmieszczonymi
elementami sztywnymi: linia czarna — profil obli-
czony w punkcie A, linia szara — profil w punkcie
B (patrz rys. 2b)

FIGURE 4. Vertical velocity profile in channel
with nonuniformly distributed rigid stems: black
line — profile computed for A point, gray line
— profile in B point (see Fig. 2b)

lezacego na przedtuzeniu ,,pustego”
rzedu elementéw (punkt B na rys. 2b).
W tym przypadku zanika podzial profi-
lu predkosci na trzy strefy, a sam profil
staje si¢ zblizony do profilu parabolicz-
nego, charakterystycznego dla swobod-
nego przeptywu wody w korycie (Pro-
snak 2006).

Kolejnym rozwazanym przypad-
kiem byt przeptyw w korycie z elemen-
tami sztywnymi o roéznej wysokoSci.
Pionowe profile predkosci wody obli-
czone w tym przypadku przedstawiono
na rysunku 5. W pierwszym przypadku
wysokos¢ elementow wynosita od 6 do
12 cm. Rozklad elementéw w przekro-
ju koryta przedstawia rysunek Sa. Profil
predkosei dla tego przypadku przedsta-
wia czarna linia na rysunku 5b. Poréw-
nujac ten profil z profilem uzyskanym dla
elementow o statej wysokosSci (rys. 3a),

Numeryczne modelowanie rozktadu predkosci przeptywu wody...
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RYSUNEK 5. Pionowy przekrdj przez koryto z elementami sztywnymi o rdéznej wysokosci (a) oraz
pionowy rozktad predkosci wody w tym korycie (b): linia czarna — wysokos¢ elementow 6—12 cm, linia

szara — wysoko$¢ elementow 0—14 cm

FIGURE 5. Vertical cross-section through the open channel with rigid stems having variuos height
(a) and vertical velocity profile in this channel (b): black line — height of the stems 6—12 cm, gray line

— height of the stems 0-14 cm

obserwowano czesciowy zanik charak-
terystycznej, trojwarstwowej struktury
tego profilu. Najnizsza warstwa, si¢ga-
jaca do wysokosci okoto 2 cm, moze by¢
w dalszym ciagu dos¢ tatwo zidentyfiko-
wana, natomiast dwie pozostale ,,zlewaja
si¢” ze soba. Nie mozna rozgraniczy¢
obszaru statej predkosci oraz obsza-
ru wzrostu predkosci w poblizu lustra
wody, natomiast wzrost predkoSci wraz
z wysokoscia nastepuje w catej gteboko-
$ci koryta, cho¢ nie jest on rownomier-
ny. Nieco podobny jest profil predkosci
dla przypadku, gdy wysokos$¢ elemen-
tow zmienia si¢ od 0 do 14 cm (a zatem
najwyzsze elementy sa wynurzone).
Nastepnie rozwazano niestacjonarny
przeplyw wody w korycie z elementami
sztywnymi. Zatozono, ze woda w korycie
jest poczatkowo nieruchoma, a w chwi-
li t = 0 s predkos¢ w przekroju wloto-
wym koryta ro$nie skokowo do wartosci
0,5 cm-s’!. Na rysunku 6 przedstawione

0.6

0.4

v [em's']

0 T
-200 0 200 400 600 800
t[s]
RYSUNEK 6. Zalezno$¢ predkosci wody w ko-
rycie od czasu w poblizu wlotu do koryta (czarna
linia) oraz wylotu z koryta (szara linia)
FIGURE 6. The dependence of the velocity of wa-
ter on time near the inlet of the open channel (black
line) and the outlet of the channel (gray line)

sa zmiany predkosci (na wysokosci 8 cm
nad dnem koryta) w zaleznosci od czasu
w poblizu wlotu do koryta oraz w pobli-
zu wylotu z koryta. Wyraznie widac, ze
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skok predkosci znacznie szybciej poja-
wia sie na wlocie i tu rowniez znacznie
szybciej dochodzi do ustalenia si¢ kon-
cowej, statej wartosci predkosci.

Dyskusja

W pracy przedstawiono przyktady
zastosowania metody gazu sieciowego
Boltzmanna do symulacji przeplywu
wody w korycie z elementami sztywny-
mi. Ograniczono si¢ jednak wytacznie do
przeptywu laminarnego, ktory zachodzi
przy stosunkowo matych predkosciach
wody. Metoda gazu sieciowego Boltz-
manna pozwala jednak na symulacje
rowniez przeplywow burzliwych. Wigk-
sze wartosci liczby Reynoldsa, zdefinio-
wanej jako Re = vd/v (a w konsekwen-
cji — uzyskanie przeptywu burzliwego),
mozna otrzymaé przez zmniejszenie
lepkosci plynu, zwigkszenie jego pred-
kosci (wyrazonych w jednostkach me-
tody gazu sieciowego) lub zastosowanie
drobniejszej siatki numerycznej. Nieste-
ty dwie pierwsze metody napotykaja na
ograniczenia wynikajace z warunkow
stabilno$ci modelu numerycznego (Chen
i Doolen 1998). Wyniki obliczen dowo-
dza, ze dla czasow relaksacji mniejszych
niz 0,55 model numeryczny staje si¢
rozbiezny. Ograniczenie na maksymal-
na warto$¢ predkosci wymaga, aby byla
ona mniejsza od stalej c , ktora dla siatki

1
D3Q19 jestrowna & = ﬁ = 0,577

(Chen i Doolen 1998). Zastosowanie
drobniejszej siatki numerycznej jest

mozliwe, jednak znacznie wydtuza to
czas symulacji. Symulacja przeptywu

z n-krotnie wigksza wartoscia predkosci
(wyrazonej w jednostkach fizycznych)
prowadzi do okoto n*-krotnego wydtu-
zenia czasu obliczen.

Ostatnio pojawito si¢ kilka prac,
ktorych autorzy w celu przeprowa-
dzenia symulacji przeptywu burzliwe-
go potaczyli metod¢ gazu sieciowego
Boltzmanna ze znana z teorii przeply-
wow burzliwych metoda LES (Chen
2009, Fernandino i in. 2009). Metoda
LES (Large Eddy Simulation) polega
na bezposrednim modelowaniu wiréw
o rozmiarach wigkszych niz krok prze-
strzenny siatki obliczeniowej, natomiast
ruchy o mniejszej skali sa uwzgledniane
w cztonie lepko$ciowym réwnania Na-
viera-Stokesa (tzw. lepkos¢ burzliwa,
Prosnak 2006). W potaczeniu z metoda
gazu sieciowego Boltzmanna oznacza
to wprowadzenie zaleznosci migdzy
lokalnym polem predkosci a czasem re-
laksacji, ktoéry tym samym przestaje by¢
wielko$cia stala.

Wydaje sig, ze potaczenie metody
gazu sieciowego Boltzmanna oraz meto-
dy LES pozwoli na efektywna symulacje
przeptywu burzliwego wody w korycie
zawierajacym roslinno$¢. Obecnie pro-
wadzone sa prace nad zastosowaniem
tej metody w celu symulacji przepty-
wow burzliwych w korytach z zatopiona
1 wynurzona roslinnoscia.

Podsumowanie

Model gazu sieciowego Boltzmanna
bardzo dobrze nadaje si¢ do symulacji
przeptywu wody w korytach z czg¢Sciowo
lub catkowicie zanurzona ro$linno$cia.
Prostota rownan, ktore go tworza, oraz
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pely trojwymiarowy charakter tych
rownan to podstawowe atuty przedsta-
wionej metody. W przypadku koryta,
w ktérym znajduja si¢ elementy sztywne
rozmieszczone w przyblizeniu réwno-
miernie, uzyskiwane wyniki sg zblizone
do wynikow zastosowania uzywanych
powszechnie modeli jednowymiaro-
wych. Model gazu sieciowego Bolt-
zmanna, w przeciwienstwie do modeli
jednowymiarowych, pozwala jednak
takze analizowa¢ przypadki, gdy ele-
menty w korycie rozmieszczone sa nie-
rownomiernie lub charakteryzuja si¢
zmiennymi parametrami (wysokos$¢,
srednica), jak rowniez przypadki przepty-
wu niestacjonarnego, ktore nie moga by¢
prawidlowo opisane przy uzyciu modeli
jednowymiarowych.
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Summary

Numerical modeling of the water ve-
locity profiles in open channel flow with
submerged rigid stems by use of lattice
Boltzmann method. The lattice Boltzmann
method is presented as an efficient tool for
computation the velocity profiles in open
channel flow with rigid stems. The results
obtained for regular distribution of stems
are compared with the results obtained by
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