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Wprowadzenie

Przepływ wody w korycie z zato-
pioną bądź wynurzoną roślinnością jest 
ważnym zagadnieniem hydrodynami-
ki o dużym znaczeniu praktycznym. 
W ostatnim czasie zagadnienie to było 
intensywnie badane, zarówno na drodze 
eksperymentalnej (Kubrak i Wielgosz 
2008, Huai i in. 2009), jak i na drodze 
symulacji numerycznych (Kubrak 2006, 
Huai i in. 2009). Większość propono-

wanych w literaturze modeli nume-
rycznych to modele jednowymiarowe, 
wykorzystujące hipotezę drogi miesza-
nia Prandtla (Czernuszenko i Rowiński 
1994). Istotną zaletą tych modeli, w po-
równaniu z trójwymiarowymi modelami 
polegającymi na numerycznym rozwią-
zywaniu równań Naviera-Stokesa, jest 
ich prostota, a w konsekwencji – krótszy 
czas obliczeń oraz mniejsze wymagania 
w stosunku do mocy używanych kom-
puterów (Kubrak 2006).

Przedstawione modele mają jednak 
również swoje wady. Zakładają one 
równomierne rozmieszczenie roślinno-
ści w korycie, jednakowe właściwości 
poszczególnych roślin (np. wysokość 
czy średnica) oraz stacjonarny charakter 
przepływu. W wielu przypadkach jest to 
dość poważne ograniczenie.

Przegląd Naukowy – Inżynieria i Kształtowanie Środowiska nr 54, 2011: 294–303
(Prz. Nauk. Inż. Kszt. Środ. 54, 2011)
Scientifi c Review – Engineering and Environmental Sciences No 54, 2011: 294–303
(Sci. Rev. Eng. Env. Sci. 54, 2011)

Jakub M. GAC 
Wydział Inżynierii Chemicznej i Procesowej, Politechnika Warszawska
Faculty of Chemical and Process Engineering, Warsaw University of Technology

Numeryczne modelowanie rozkładu prędkości przepływu 
wody w korycie z elementami sztywnymi przy użyciu metody 
gazu sieciowego Boltzmanna
Numerical modeling of the water velocity profi les in open 
channel fl ow with submerged rigid stems by use of lattice 
Boltzmann method



Numeryczne modelowanie rozkładu prędkości przepływu wody... 295

W niniejszej pracy do symulacji prze-
pływu wody przez koryto z elementami 
sztywnymi użyta została metoda gazu 
sieciowego Boltzmanna (Chen i Doolen 
1998).  Metoda ta, wywodząca się z teo-
rii automatów komórkowych (McNama-
ra i Zanetti 1988), łączy w sobie prostotę 
i szybkość działania z możliwością opi-
sywania problemów charakteryzujących 
się skomplikowaną geometrią oraz nie-
stacjonarnych. W pracy przedstawiono 
wyniki symulacji przepływu wody dla 
koryt o równomiernym oraz nierówno-
miernym rozmieszczeniu elementów 
sztywnych w przekroju, dla przypadku 
gdy elementy te różnią się wysokością, 
oraz przedstawiono przypadek niesta-
cjonarnego przepływu wody w korycie. 

Praca ta powstała przy wsparciu fi nan-
sowym Fundacji na rzecz Nauki Polskiej.

Metoda gazu sieciowego 
Boltzmanna

Do symulacji przepływu zastosowa-
no metodę gazu sieciowego Boltzmanna 
(He i Luo 1997, Chen i Doolen 1998). 
Metoda ta stanowi alternatywne podej-
ście do modelowania zagadnień dyna-
miki płynów. Polega ona na symulowa-
niu zachowania jednocząstkowej funkcji 
rozkładu gęstości prawdopodobieństwa 
w czasie, zgodnie z równaniem kine-
tycznym Boltzmanna (Landau i Lifszyc 
1971) – wzór (1).

Funkcja rozkładu gęstości prawdo-
podobieństwa f(x, v, t) określa prawdo-
podobieństwo znalezienia cząstki płynu 
w punkcie x i w czasie t, poruszającej się 

z prędkością v. Gdy znana jest wartość 
tej funkcji w każdym punkcie przestrze-
ni położenia i prędkości, możliwe jest 
obliczenie na jej podstawie lokalnych 
wielkości określających przepływ, jak 
ciśnienie czy prędkość przepływu (Pal-
mer i Rector 2000). Pozostałe symbole 
w równaniu (1) oznaczają: Ω – kąt bry-
łowy, σ – różniczkowy przekrój czynny 
na zderzenie cząstek poruszających się 
z prędkościami v oraz v′, natomiast vp
i vp′ oznaczają prędkości tych cząstek po 
zderzeniu. W równaniu (1) pominięto 
działanie siły grawitacji.

Istotą metody gazu sieciowego 
Boltzmanna jest dyskretyzacja czasu, 
przestrzeni oraz kierunków prędkości 
(McNamara i Zanetti 1988). Dyskretna 
postać funkcji gęstości rozkładu praw-
dopodobieństwa zapisywana jest jako 
fi(x, t), gdzie indeks i numeruje dopusz-
czalne kierunki prędkości. Ewolucję 
funkcji gęstości rozkładu prawdopodo-
bieństwa opisuje następujące równanie 
różnicowe, będące dyskretyzowaną for-
mą równania kinetycznego Boltzmanna 
(1) – Chen i Doolen (1998):

 ( ) ( ) ( ), 1 , ,i i i i if t f t f t+ + = + Ωx e x x    
                                                    (2)

gdzie ei jest i-tym dyskretnym kierun-
kiem prędkości, łączącym punkt x z jed-
nym z sąsiednich punktów siatki nume-
rycznej. Funkcja ( ),i if tx  oznacza 
operator kolizji – nie należy go mylić
z kątem bryłowym w równaniu (1) – i sta-
nowi dyskretną formę całki występującej 
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po prawej stronie równania (1). Spośród 
kilku wyrażeń na operator kolizji spoty-
kanych w literaturze, najpowszechniej 
używane jest przybliżenie Bhatnagara-
-Grossa-Krooka (BGK) – Bhatnagar i 
inni (1954), Qian i inni (1992):

� � � �1, ,eq
i i i if t f f tª ºª º  �¬ ¼ ¬ ¼x x        (3)

W równaniu (3) τ oznacza tzw. czas 
relaksacji, natomiast eq

if  – równowa-
gową wartość funkcji rozkładu gęstości 
prawdopodobieństwa. Najpowszechniej 
stosowaną formą wyrażenia na tę wartość 
jest równanie (Chen i Doolen 1998):

 
� �2 29 31 3
2 2

eq
i i i if w § · U � � � � �¨ ¸

© ¹
e v e v v          

                                                     (4)

W powyższym równaniu, oprócz 
znanych już symboli, występuje gęstość 
gazu sieciowego (ρ), której nie nale-
ży utożsamiać z gęstością płynu, oraz 
zależny od kierunku współczynnik wi. 
Wartość tych współczynników zależy od 
przyjętej geometrii siatki obliczenio-
wej (Qian i in. 1992). W symulacjach 
korzystano z trójwymiarowej siatki 
D3Q19 o osiemnastu kierunkach wek-
torów. Schemat takiej sieci przedstawia 
rysunek 1. Dla sieci D3Q19 zachodzi:

1 dla 0
3
1 dla 1, ...,6
18
1 dla 7, ...,18
36

i

i

w i

i
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= =

=

RYSUNEK 1. Schemat kierunków wektorów 
prędkości dla sieci D3Q19
FIGURE 1. Scheme of velocity vector directions 
for D3Q19 lattice

Wartość czasu relaksacji określa lo-
kalną szybkość dochodzenia funkcji roz-
kładu do wartości równowagowej, jest 
zatem w prosty sposób związana z lep-
kością płynu. Związek ten ma postać:

2 1
6

v τ −=                                          (6)

gdzie v oznacza lepkość kinematyczną 
płynu.

Znając funkcję gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa, można w każdym 
punkcie wyznaczyć gęstość gazu siecio-
wego:

� � � �, ,i
i

t f tU  ¦x x                          (7)

a na jej podstawie ciśnienie oraz pręd-
kość płynu w każdym punkcie według 
wzorów (He i Luo 1997, Chen i Doolen 
1998):

� � � �2, ,sp t c t Ux x                             (8)

(5)
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We wzorze (8) wielkość cs oznacza 
stałą zależną od geometrii siatki obli-
czeniowej. Dla siatki D3Q19 wynosi 
ona 1

3
.

Po wyznaczeniu pola prędkości oraz 
gęstości gazu sieciowego należy obliczyć 
nowe wasrtości równowagowe funkcji 
rozkładu według wzoru (4) i przejść do 
następnego kroku czasowego, na który 
składają się równania (2) i (7–9).

Schemat obliczeń należy jeszcze 
uzupełnić o warunki brzegowe. Obszar 
rozwiązania podczas symulacji przepły-
wu wody w korycie posiada cztery ro-
dzaje brzegów. Pierwszy z nich to dno 
i ściany boczne koryta, a także ścianki 
elementów sztywnych. Na tych brze-
gach zakłada się brak poślizgu cieczy, 
a więc dla odpowiednich węzłów siatki 
zamiast równania (2), zachodzi:

� � � �+ , +1 = ,i i if t f t�x e x                (10)

gdzie wektory oznaczone indeksami i 
oraz –i spełniają warunek e–i = –ei. Ko-
lejny brzeg obszaru rozwiązania stanowi 
powierzchnia swobodna cieczy, dla któ-
rej zakładano następujące warunki brze-
gowe (Prosnak 2006):

( ) 0

0
∂

∂

∂ ⋅ =
∂

⋅ =

v t
n
v n

                                  (11)

gdzie n i t oznaczają odpowiednio wektor 
normalny i styczny do powierzchni cie-
czy. Aby spełnić te warunki, stosowano 
następny warunek:

 � � � �+ , +1 = ,i i jf t f tx e x                (12)

przy czym:

� �= – 2j i i � �e e e n n                        (13)

Oznacza to, że funkcja odpowiada-
jąca dowolnemu wektorowi i zostaje za-
mieniona na funkcję odpowiadającą wek-
torowi j, który ma przeciwną składową 
prostopadłą do powierzchni cieczy.

Pozostałe dwa brzegi obszaru roz-
wiązania to przekrój wlotowy i odpły-
wowy cieczy. Dla tych brzegów stoso-
wano warunki omówione szczegółowo 
w pracy Zou i He (1997).

Wyniki symulacji

Obliczenia przeprowadzono dla ko-
ryta o prostokątnym przekroju, w którym 
rozmieszczone były elementy sztywne, 
symulujące opływaną roślinność.

Na początku rozważano koryto, 
w którym umieszczone są elementy 
sztywne o jednakowej wysokości, mniej-
szej niż głębokość koryta. Elementy były 
rozmieszczone w miarę równomiernie 
w węzłach kwadratowej siatki – występo-
wały jednak odchylenia od tych położeń 
o wartości poniżej jednej trzeciej odległo-
ści między elementami. Schemat układu 
elementów sztywnych w tym przypadku 
przedstawiony jest na rysunku 2a. 

Przyjęto następujące wartości licz-
bowe: średnica elementu sztywnego  
– 1,8 cm, wysokość elementów sztyw-
nych – 9 cm, średnie odległości między 
elementami – 5,5 cm, głębokość koryta 
– 13,5 cm. Średnia prędkość przepływu 
wody w przekroju została przyjęta jako
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0,5 cm·s–1 (przepływ laminarny). Lep-
kość kinematyczna wody była równa 10–2

cm2·s–1 (w temperaturze około 20°C). 
W obliczeniach przyjęto wartość kroku 
przestrzennego – 0,3 cm, a kroku cza-
sowego – 0,18 s. Przy tych wartościach 
lepkość kinematyczna wody wyrażona 
w jednostkach metody gazu sieciowego 
wynosi 0,02, a zatem czas relaksacji, zgod-
nie z równaniem (6), jest równy 0,56.

Pionowy rozkład prędkości, obliczo-
ny w pobliżu wylotu koryta, przedsta-
wiony został na rysunku 3a. Na rysunku 
3b przedstawiono natomiast pionowy 

profi l prędkości, w przypadku gdy wyso-
kość elementów sztywnych jest większa 
niż głębokość koryta. Profi l widoczny na 
rysunku 3a jest jakościowo podobny do 
profi lu uzyskanego przez Huai i innych 
(2009). Można tu wyodrębnić trzy war-
stwy. W pierwszej z nich, rozciągającej 
się do około 2 cm od dna kanału, obser-
wuje się zwiększenie prędkości wraz 
z wysokością. W kolejnej, sięgającej 
do wysokości nieco mniejszej od wyso-
kości elementów sztywnych, prędkość 
praktycznie nie zmienia się wraz z wy-
sokością. Wreszcie w trzeciej, najwyż-

   a                                                                   b

RYSUNEK 2. Rozmieszczenie elementów sztywnych w korycie: a – równomierne, b – nierównomierne
FIGURE 2. (a) Uniform and (b) nonuniform distribution of rigid stems in open channel 

       a                                                             b

                

RYSUNEK 3. Obliczone pionowe rozkłady prędkości wody w korycie z elementami sztywnymi:
a – zanurzonymi w wodzie, b – wystającymi ponad lustro wody
FIGURE 3. Calculated vertical velocity profi les in channel with rigid stems: a – submerged, b – emerged
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szej warstwie, rozciągającej się powyżej 
wierzchołków elementów sztywnych, 
obserwuje się szybkie zwiększenie pręd-
kości aż do wartości maksymalnej w po-
bliżu lustra wody. Podobne trzy warstwy 
przepływu były obserwowane, zarówno 
eksperymentalnie, jak i w wynikach ob-
liczeń numerycznych, w przypadku ko-
ryt z elementami sprężystymi (Kubrak
i Wielgosz 2008). Wynika stąd wniosek, 
że jakościowy obraz profi lu prędkości 
nie zależy istotnie od rodzaju umiesz-
czonych w nim elementów (sprężyste 
lub sztywne). Również wprowadzenie 
nierównomiernego rozmieszczenia ele-
mentów nie wpływa istotnie na charak-
ter profi lu prędkości.

Profi l prędkości przedstawiony na 
rysunku 3b również odpowiada jakościo-
wo profi lowi otrzymanemu przez Kubrak 
i Wielgosza (2008) dla sprężystych ele-
mentów o wysokości większej niż głębo-
kość wody w korycie. W tym przypadku 
wyróżnić można dwie warstwy cieczy 
– dolną, w której następuje zwiększanie 
prędkości cieczy, oraz górną, o znacznie 
większej grubości, w której prędkość cie-
czy ma wartość praktycznie stałą.

Następnie rozważano koryto, w któ-
rym jeden rząd elementów sztywnych 
został usunięty. Układ elementów sztyw-
nych w takim korycie przedstawiono na 
rysunku 2b. W tym przypadku obliczony 
profi l prędkości zależy silnie od punktu, 
w którym jest wyznaczany, co pokazuje 
rysunek 4.

W przypadku gdy badany jest profi l 
w punkcie odległym od „pustego” rzędu 
(punkt A na rys. 2b), okazuje się, że jest 
on zbliżony do trójwarstwowego profi lu 
otrzymanego poprzednio (czarna linia 
na rys. 4). Zupełnie inny charakter ma 
profi l prędkości obliczony dla punktu

RYSUNEK 4. Pionowe rozkłady prędkości wody 
w korycie z nierównomiernie rozmieszczonymi 
elementami sztywnymi: linia czarna – profi l obli-
czony w punkcie A, linia szara – profi l w punkcie 
B (patrz rys. 2b)
FIGURE 4. Vertical velocity profi le in channel 
with nonuniformly distributed rigid stems: black 
line – profi le computed for A point, gray line 
– profi le in B point (see Fig. 2b)

leżącego na przedłużeniu „pustego” 
rzędu elementów (punkt B na rys. 2b). 
W tym przypadku zanika podział profi -
lu prędkości na trzy strefy, a sam profi l 
staje się zbliżony do profi lu parabolicz-
nego, charakterystycznego dla swobod-
nego przepływu wody w korycie (Pro-
snak 2006).

Kolejnym rozważanym przypad-
kiem był przepływ w korycie z elemen-
tami sztywnymi o różnej wysokości. 
Pionowe profi le prędkości wody obli-
czone w tym przypadku przedstawiono 
na rysunku 5. W pierwszym przypadku 
wysokość elementów wynosiła od 6 do 
12 cm. Rozkład elementów w przekro-
ju koryta przedstawia rysunek 5a. Profi l 
prędkości dla tego przypadku przedsta-
wia czarna linia na rysunku 5b. Porów-
nując ten profi l z profi lem uzyskanym dla 
elementów o stałej wysokości (rys. 3a), 
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obserwowano częściowy zanik charak-
terystycznej, trójwarstwowej struktury 
tego profi lu. Najniższa warstwa, sięga-
jąca do wysokości około 2 cm, może być 
w dalszym ciągu dość łatwo zidentyfi ko-
wana, natomiast dwie pozostałe „zlewają 
się” ze sobą. Nie można rozgraniczyć 
obszaru stałej prędkości oraz obsza-
ru wzrostu prędkości w pobliżu lustra 
wody, natomiast wzrost prędkości wraz 
z wysokością następuje w całej głęboko-
ści koryta, choć nie jest on równomier-
ny. Nieco podobny jest profi l prędkości 
dla przypadku, gdy wysokość elemen-
tów zmienia się od 0 do 14 cm (a zatem 
najwyższe elementy są wynurzone).

Następnie rozważano niestacjonarny 
przepływ wody w korycie z elementami 
sztywnymi. Założono, że woda w korycie 
jest początkowo nieruchoma, a w chwi-
li t = 0 s prędkość w przekroju wloto-
wym koryta rośnie skokowo do wartości 
0,5 cm·s–1. Na rysunku 6 przedstawione

RYSUNEK 6. Zależność prędkości wody w ko-
rycie od czasu w pobliżu wlotu do koryta (czarna 
linia) oraz wylotu z koryta (szara linia)
FIGURE 6. The dependence of the velocity of wa-
ter on time near the inlet of the open channel (black 
line) and the outlet of the channel (gray line)

są zmiany prędkości (na wysokości 8 cm 
nad dnem koryta) w zależności od czasu 
w pobliżu wlotu do koryta oraz w pobli-
żu wylotu z koryta. Wyraźnie widać, że 

a                                                                          b

       

RYSUNEK 5. Pionowy przekrój przez koryto z elementami sztywnymi o różnej wysokości (a) oraz 
pionowy rozkład prędkości wody w tym korycie (b): linia czarna – wysokość elementów 6–12 cm, linia 
szara – wysokość elementów 0–14 cm
FIGURE 5. Vertical cross-section through the open channel with rigid stems having variuos height 
(a) and vertical velocity profi le in this channel (b): black line – height of the stems 6–12 cm, gray line 
– height of the stems 0–14 cm
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skok prędkości znacznie szybciej poja-
wia się na wlocie i tu również znacznie 
szybciej dochodzi do ustalenia się koń-
cowej, stałej wartości prędkości.

Dyskusja

W pracy przedstawiono przykłady 
zastosowania metody gazu sieciowego 
Boltzmanna do symulacji przepływu 
wody w korycie z elementami sztywny-
mi. Ograniczono się jednak wyłącznie do 
przepływu laminarnego, który zachodzi 
przy stosunkowo małych prędkościach 
wody. Metoda gazu sieciowego Boltz-
manna pozwala jednak na symulacje 
również przepływów burzliwych. Więk-
sze wartości liczby Reynoldsa, zdefi nio-
wanej jako Re = vd/v (a w konsekwen-
cji – uzyskanie przepływu burzliwego), 
można otrzymać przez zmniejszenie 
lepkości płynu, zwiększenie jego pręd-
kości (wyrażonych w jednostkach me-
tody gazu sieciowego) lub zastosowanie 
drobniejszej siatki numerycznej. Nieste-
ty dwie pierwsze metody napotykają na 
ograniczenia wynikające z warunków 
stabilności modelu numerycznego (Chen 
i Doolen 1998). Wyniki obliczeń dowo-
dzą, że dla czasów relaksacji mniejszych 
niż 0,55 model numeryczny staje się 
rozbieżny. Ograniczenie na maksymal-
ną wartość prędkości wymaga, aby była 
ona mniejsza od stałej cs, która dla siatki 

D3Q19  jest równa  
1 0,577
3sc = ≅  

(Chen i Doolen 1998). Zastosowanie 
drobniejszej siatki numerycznej jest 
możliwe, jednak znacznie wydłuża to 
czas symulacji. Symulacja przepływu 

z n-krotnie większą wartością prędkości 
(wyrażonej w jednostkach fi zycznych) 
prowadzi do około n3-krotnego wydłu-
żenia czasu obliczeń.

Ostatnio pojawiło się kilka prac, 
których autorzy w celu przeprowa-
dzenia symulacji przepływu burzliwe-
go połączyli metodę gazu sieciowego 
Boltzmanna ze znaną z teorii przepły-
wów burzliwych metodą LES (Chen 
2009, Fernandino i in. 2009). Metoda 
LES (Large Eddy Simulation) polega 
na bezpośrednim modelowaniu wirów 
o rozmiarach większych niż krok prze-
strzenny siatki obliczeniowej, natomiast 
ruchy o mniejszej skali są uwzględniane 
w członie lepkościowym równania Na-
viera-Stokesa (tzw. lepkość burzliwa, 
Prosnak 2006). W połączeniu z metodą 
gazu sieciowego Boltzmanna oznacza 
to wprowadzenie zależności między 
lokalnym polem prędkości a czasem re-
laksacji, który tym samym przestaje być 
wielkością stałą. 

Wydaje się, że połączenie metody 
gazu sieciowego Boltzmanna oraz meto-
dy LES pozwoli na efektywną symulację 
przepływu burzliwego wody w korycie 
zawierającym roślinność. Obecnie pro-
wadzone są prace nad zastosowaniem 
tej metody w celu symulacji przepły-
wów burzliwych w korytach z zatopioną 
i wynurzoną roślinnością.

Podsumowanie

Model gazu sieciowego Boltzmanna 
bardzo dobrze nadaje się do symulacji 
przepływu wody w korytach z częściowo 
lub całkowicie zanurzoną roślinnością. 
Prostota równań, które go tworzą, oraz 
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pełny trójwymiarowy charakter tych 
równań to podstawowe atuty przedsta-
wionej metody. W przypadku koryta, 
w którym znajdują się elementy sztywne 
rozmieszczone w przybliżeniu równo-
miernie, uzyskiwane wyniki są zbliżone 
do wyników zastosowania używanych 
powszechnie modeli jednowymiaro-
wych. Model gazu sieciowego Bolt-
zmanna, w przeciwieństwie do modeli 
jednowymiarowych, pozwala jednak 
także analizować przypadki, gdy ele-
menty w korycie rozmieszczone są nie-
równomiernie lub charakteryzują się 
zmiennymi parametrami (wysokość, 
średnica), jak również przypadki przepły-
wu niestacjonarnego, które nie mogą być 
prawidłowo opisane przy użyciu modeli 
jednowymiarowych.
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Summary

Numerical modeling of the water ve-
locity profi les in open channel fl ow with 
submerged rigid stems by use of lattice 
Boltzmann method. The lattice Boltzmann 
method is presented as an effi cient tool for 
computation the velocity profi les in open 
channel fl ow with rigid stems. The results 
obtained for regular distribution of stems 
are compared with the results obtained by 
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means of other methods giving good quan-
titative agreement. The lattice Boltzmann 
method is also applied for the cases of no-
nuniform distribution of stems or stems with 
nonequal height and the velocity profi les for 
these cases are also computed.
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